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Uvod

Naloge na naslednjih straneh so se pojavljale na teoreti¢nih izpitih pri predmetu Diskre-
tne strukture za Studente visokoSolskega studija racunalnistva in informatike na FRI v
studijskih letih 2019/20-2021/22.

Naloge so urejene po poglavjih, ki se obravnavajo pri predmetu, tako da jih lahko po-
skusate resiti ze sproti, ko obdelate posamezno poglavje.

To studijsko gradivo ni recenzirano in gotovo se v reditvah pojavi kaksna napaka. Ce
opazite kaksno napako, jo prosim sporocite na elektronski naslov aljaz.zalar@fri.uni-1j.si.

Za lazjo navigacijo po dokumentu so na voljo bliznjice. Ce kliknete na simbol ¥ ob
nalogi, boste skocili do resitve. Ce kliknete na simbol 4 ob resitvi, se boste vrnili k
besedilu naloge. Za TeX predlogo dokumenta se zahvaljujem dr. Aleksandri Franc.

Naloge racunsko niso zahtevne, pomembno je predvsem razumevanje ideje v ozadju. Zato
priporocam, da o nalogi nekaj casa razmisljate, pobrskate po zapiskih oz. literaturi, v
kolikor ideje ne dobite, potem pa tudi v celoti napisete resitev. Sele nato svojo resitev
primerjate z reSitvami v zbirki. Poleg razumevanja bistva nalog je namrec cilj predmeta
tudi to, da se naucite svoje ideje pravilno matemati¢no zapisati, pri cemer se osredotocite
predvsem na bistven sklep in ne navajate ve¢ moznih sklepov, ki bi lahko vodili k pravi
resitvi.


aljaz.zalar@fri.uni-lj.si
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Del 1

Naloge






POGLAVIJE 1

Izjavni racun

NALOGA 1. <
Naj bodo p, ¢, izjavne spremenljivke. V vsakega od spodnjih okvirckov vpiSite:

a. Eno od izjavnih spremenljivk p, ¢, r ali njenih negacij, da dobite enega od osnovnih
pravilnih sklepov.

P, p= = q, pVyq, = p.

b. Enega od izjavnih veznikov A,V,V,=- <, da dobite pravilni sklep.

pP=q, °q¢, P rE or

c. Enega od izjavnih veznikov A, V,V, =, <, da dobite nepravilni sklep.

p=q, °q¢, P r = or

Pojasnite, zakaj je dopolnjen sklep nepravilen.

NALOGA 2. \
Naj bosta p in r izjavni spremenljivki. Odgovorite na naslednja vprasanja. Vse odgovore
dobro utemeljite.

. Ali je izjavni izraz p = r tavtologija?

a
b. Ali je izjavni izraz (p = r) = p tavtologija?

c. Ali je izjavni izraz ((p = r) = p) = p tavtologija?
d. Samo z uporabo izjavnega izraza ((p = r) = p) = p, veznika = in konstante 0
zapisite izjavni izraz, ki je protislovije.
NALOGA 3. g

a. Navedite nabor izjavnih veznikov z vsaj 2 veznikoma, ki ni poln. Odgovor uteme-
ljite.

b. Utemeljite, da je nabor izjavnih veznikov {—, A, V} poln.
(Namig: pomagate si lahko z obstojem konjuktivne ali disjunktivne normalne oblike.)

c. Naj bosta I in J izjavna izraza. Pri sklepu s protislovjem pravilnost sklepa I |= J
preverimo s pravilnostjo sklepa I, —J = 0. Razlozite, zakaj to lahko naredimo.

NALOGA 4. <&
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a. Razvrstite izjavne veznike A, V, < glede na Stevilo 1 v resni¢nostni tabeli. Zacnite
s tistim, ki ima najvec 1.

b. Naj bodo A, B, C izjavni izrazi. Obkrozite ¢rke pred tistimi pari izjavnih izrazov,
ki niso enakovredni za vse trojice A, B, C.

(i) (AA-BWVA, -B (i) —(=AAB), Av=B (i) (AVB)AC, (AAC)V(BAC)

c. Naj bo {A, O, ®} nek poln nabor izjavnih veznikov, {O, U, *} pa nabor, ki ni
poln. Pod vsakega od naslednjih nabor napisi P, ¢e je poln, N, ¢e ni poln, in ?,
¢e iz podatkov ni mo¢ dolociti, ali je poln.

{A7O}7 {O’l_l}7 {O?l_l7*7 ®}7 {O?l_l7 ®7A}

NALOGA 5. Y

a. Kdaj pravimo, da sta dva izjavna izraza enakovredna?

b. Napisite disjunktivno normalno obliko izraza I(p, q), ki ima naslednjo resni¢nostno

tabelo:
plalllp,q)
111
110 0
011 1
00 0

c. Napisite pravilo sklepanja modus ponens in dokazite, da velja.

NALOGA 6. Y

a. Navedite oba de Morganova zakona iz izjavnega racuna.
b. Konjunktivna normalna oblika izjavnega izraza I(p, q,r) je naslednja:
(—=pV—=gVr)A(=pVaqgV-r)AN(pV—-qV-r)AN(pV-qgVr).

Izpolnite manjkajo¢ stolpec v resni¢nostni tabeli izraza I(p, q,r):

plalr|Ip.gr)
1)1
1|10
1{0/1
1/0]0
ol1]1
ol1]0
olol|1
0ololo
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c. Napisite pravilo sklepanja modus tollens in dokazite, da velja.
NALOGA 7. g

a. Naj bosta A, B izjavna izraza. Pravilo sklepanja Modus ponens s simboli zapisemo

kot
A= B, A = B.

Z besedami na kratko razlozite pomen tega zapisa.
(Opomba: Iz A = B in A sledi B ni zadostna utemeljitev.)

b. Predpis za negacijo — lahko podamo s preslikavo f: {0,1} — {0,1}, f(p) =1 —p.
Kateri dvomestni izjavni veznik predstavlja preslikava ¢ : {0,1} x {0,1} — {0, 1},
9(p,a) = pq?

c. Naj bosta f, g kot v (b). Kateri dvomestni izjavni izraz, zapisan z veznikoma —, V,
predstavlja preslikava f o g7

NALOGA 8. <&

a. Naj bosta A, B izjavna izraza. Pravilo sklepanja Modus tollens s simboli zapisemo

kot
A= B, -B ): -A.

Z besedami na kratko razlozite pomen tega zapisa.
(Opomba: Iz A = B in —B sledi —A ni zadostna utemeljitev.)

b. Predpis za negacijo — lahko podamo s preslikavo f : {0,1} — {0,1}, f(p) =1 —0p.
Kateri dvomestni izjavni veznik predstavlja preslikava ¢ : {0,1} x {0,1} — {0, 1},
9(p,q) = |p—ql?

c. Naj bosta f, g kot v (b). Kateri dvomestni izjavni veznik predstavlja preslikava
foyg?

NALOGA 9. <

a. Za vsakega od izjavnih izrazov p < p in p & p < p navedite, ali je tavtologija.
Odgovora utemeljite.

b. Naj bosta p in r izjavni spremenljivki. Ali obstaja izjavni izraz I(p), tako da je
izjavni izraz
I(p)Vvr

tavtologija? Ce je odgovor da, navedite primer takega izjavnega izraza, sicer pa
utemeljite, zakaj je odgovor ne.

Narogca 10. <

a. Ali je izjavni izraz p = p V p tavtologija? Odgovor utemeljite.
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b. Naj bosta p in r izjavni spremenljivki. Ali obstaja izjavni izraz I(p), tako da je
izjavni izraz
I(p)=r

tavtologija? Ce je odgovor da, navedite primer takega izjavnega izraza, sicer pa
utemeljite, zakaj je odgovor ne.

NALOGA 11. <

V celi nalogi sta p, ¢ izjavni spremenljivki in & izjavni veznik, za katerega velja
p=p®p in pVqg=(pDdp) ®(Dq).
a. Ali je nabor {&} poln? Odgovor utemeljite.
b. Samo z uporabo @ izrazite p = gq.



POGLAVJE 2

Predikatni racun

NALOGA 12. <
Dana je izjavna formula

(1) (Vz: =P(z)) = (—3x: P(x)).
a. Izberite si podroc¢je pogovora D in pomen predikata P(x). Napisite interpretacijo
izjavne formule (1) pri tej izbiri D in P(x).
b. Izjavno formulo (1) preoblikujte v preneksno normalno obliko.

c. Ali je izjavna formula (1) splosno veljavna? Ce je odgovor da, to utemeljite, sicer
pa poiscite protiprimer.

Naroga 13. Y

a. Navedite induktivno definicijo izjavne formule. (Definicije atoma vam ni potrebno
razlagati.)

b. Dane so tri izjavne formule
Vady - (P(y,z) v Q(x)),
Vady : (P(y,2) v R(2),
—Vady : P(y,x) V R(z).

V spodnji interpretaciji s podro¢jem pogovora D z besedami zapisSite pomen vsake
od njih!

podrocje pogovora D : mnozica nalog na prvem izpitu iz DS.
R(z): x je naloga iz poglavja permutacij.

Q(

x): x je najzahtevnejsa naloga.
P(z,y) : x je zahtevnejSa naloga od naloge y.
z naloga 6 na prvem izpitu iz DS.

c. Tisto izjavno formulo iz prejsnje tocke, ki ni v preneksni normalni formi, preobli-
kujte vanjo.

NALOGA 14. <

a. Navedite oba distributivnostna zakona iz predikatnega racuna.

b. Prepisite naslednjo izjavno formulo in dodajte oklepaje tako, da nakazete po kaksen
vrstnem redu se racuna njeno vrednost:

Vrdy : P(x,y) V R(y) A =Q(z) V IyvVw : (T'(w) V Z(x,y, w))
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c. Naj bo dano podrocje pogovora
D : predmeti v prvem letniku visokoSolskega studija racunalnistva in informatike na FRI
in predikata

P(z) : x se izvaja v zimskem semestru,

Q(z,y) : z in y se izvajata v istem semestru.
Napisite izjavno formulo W v preneksni obliki, ki zados¢a naslednjim pogojem:
e Vsebuje spremenljivki z in y, ki sta vezani.
e Vsebuje konstanto z.
e Vsebuje predikata P(z) in Q(z,y).
e Ni resnic¢na, Ce za konstanto z izberemo predmet Diskretne strukture.

e Je resniCna, ¢e za konstanto z izberemo predmet Osnove verjetnosti in stati-
stike.

NaALoga 15. <

a. Prepisite izjavno formulo
VzQ(x) A —R(y) = P(z,y)
in dodajte oklepaje, ki nakazujejo prednostni red racunanja.

b. Naj bo D = {rde¢a, modra, oranzna} podrocje pogovora in P,Q : D — {0,1}
predikata, podana z naslednjo tabelo:

r | Plr)| Qx)

rdeca

1 1
modra 0 0
oranzna 0 1

Ali je formula
JxVy : (P(z) V Q(y))

v zgornji interpretaciji resni¢na? Odgovor utemeljite.
NALOGA 16. g

a. Prepisite izjavno formulo
JrP(z,y) = ~Q(z) A R(y)

in dodajte oklepaje, ki nakazujejo prednostni red racunanja.
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b. Naj bo D = {rde¢a, modra, oranzna} podrocje pogovora in P,Q : D — {0,1}
predikata, podana z naslednjo tabelo:

r | Plr)| Qx)

rdeca

1 1
modra 1 0
oranzna 0 0

Ali je formula
Vady : (P(x) A Q(y))

v zgornji interpretaciji resni¢na? Odgovor utemeljite.

NALOGA 17. <
Napisite preneksne normalne oblike naslednjih izjavnih formul:

a. VaIy : (P(z) A Q(y)).
b. Va—Vy : (=P(x) V Q(y)).
c. Jz—Vy : (P(z) = Q(y)).

NALoOGA 18. v
Naj bosta p, g izjavni spremenljivki in @ izjavni veznik, za katerega velja
p=p&p in pVqg=(pep)d(¢Dq).

Napisite preneksno normalno obliko izjavne formule I @ I, kjer je I izjavna formula

Vady : (P(z) @ P(x)) ® (Qy) & Q(y)))-






POGLAVJE 3
Mnozice

NALOGA 19. <
Naj bodo A, B, C' mnozice.

a. Navedite enega od zakonov distributivnosti iz teorije mnozic.

b. Zakona absorpcije sta AN (AU B) = A in AU (AN B) = A. Dokazite veljavnost
enega od njiju.

c. Zuporabo zakonov distributivnosti in absorpcije preverite naslednjo enakost mnozic:
(ANB)U (AN B°) = A.

NAaLoGA 20. v
Naj bo U univerzalna mnozica, A, B,C pa njene podmnozice. V jeziku predikatnega
racuna vsebovanost A C B izrazimo z izjavno formulo

VeeU:(xre A= x € B).

V jeziku predikatnega racuna izrazite Se naslednje trditve, pri ¢emer lahko poleg izjavnih
veznikov in kvantifikatorjev uporabljate se € (ne pa tudi =, C, C, D, D).

a. A= DB.
b. ANB = 0.

c. Ce sta mnozici A in B disjunktni, potem mnozici B in C nista disjunktni.

NALOGA 21. <

a. Navedite de Morganov zakon iz teorije mnozic.
b. Definirajte potenéno mnozico PA mnozice A.

c. Za vsako od naslednjih mnozic ugotovite, ali je potenéna mnozica neke mnozice.
Ce je odgovor da, navedite to mnozico, sicer pa utemeljite, zakaj je odgovor ne.

(a) {0,1,2,{1,2}}.
(b) {{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}.
(c) {0,{1}, {{2, 73}, {1, {2, 7} }}

NALOGA 22. <

a. Ena izmed lastnosti kartezicnega produkta mnozic A, B,C, D je
(ANB)x (CND)=(AxC)N(B x D).

Ali lahko od tod sklepamo tudi (AN B) x (CND) =(AxD)N (B xC)?
Ce je odgovor da, to utemeljite, sicer pa poiscite protiprimer.
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b. Napisite primer mnozice A, katere potenéna mnozica ima 64 elementov.

c. Naj bo M mnozica refleksivnih relacij na vasi mnozici A iz (b). Koliko je |M|?
NALOGA 23. \

a. Ena izmed lastnosti kartezi¢nega produkta mnozic A, B, C, D je
(ANB)x (CND)=(AxC)Nn(B x D).
Al lahko od tod sklepamo tudi (AN B) x (CND) = (BxC)N(Ax D)?
Ce je odgovor da, to utemeljite, sicer pa pois¢ite protiprimer.
b. Napisite primer mnozice A, katere potencna mnozica ima 32 elementov.

c. Naj bo M mnozica simetri¢nih relacij na vasi mnozici A iz (b). Koliko je |M|?
NALOGA 24. <

a. Dolocite mnozico A tako, da bo imela mnozica N x A konéno mnogo elementov.
Napisite se, kaj je mnozica N x A.

b. Naj bo B mnozica dvomestnih izjavnih veznikov. NapiSite tri elemente iz mnozice
P(N x B).

c¢. Naj bo € mnozica tromestnih izjavnih veznikov in f : N — (' preslikava. Ali je f
lahko injektivna? Ce je odgovor da, napisite primer, sicer pa utemeljite, zakaj je
odgovor ne.

NALoGgA 25. Y

a. Doloc¢ite mnozico A tako, da bo imela mnozica {1,2,3} x A neskonéno mnogo
elementov.

b. Naj bo B mnozica dvomestnih izjavnih veznikov. NapisSite tri elemente iz mnozice
P(B x N).

c¢. Naj bo €' mnozica tromestnih izjavnih veznikov in f : ¢' — N preslikava. Ali je f
lahko surjektivna? Ce je odgovor da, napisite primer, sicer pa utemeljite, zakaj je
odgovor ne.



POGLAVIE 4

Relacije in preslikave

NALOGA 26. \
Naj bo f: N — {1,2,3,4,5} surjektivna preslikava, A, B C N mnozici in g : A — B
taka preslikava, da je kompozitum go f : N — B dobro definirana preslikava. Odgovorite
na naslednja vprasanja.

a. NapiSite primer preslikave f z zgornjimi lastnostmi.
b. Kaj lahko iz dobre definiranosti g o f sklepamo o mnozici A?

c. Ali obstaja taka mnozica A in preslikava g : A — N, da je g o f surjektiven?
Odgovor utemeljite.

d. Izberite taki mnozici A, B in preslikavo g : A — B, da bo g o f surjektiven.

NALOGA 27. <
Naj bo A = {1,2,3,4,5} mnozica.

a. Napisite primer relacije R C A X A z natanko tremi elementi.

b. Najmanj koliko elementov ima refleksivna relacija R C A x A? Odgovor utemeljite.

c. Najvec koliko elementov ima lahko relacija R C A x A? Odgovor utemeljite.

d. Koliko razli¢nih dvomestnih relacij na mnozici A obstaja? Odgovor utemeljite.

NALOGA 28. \
Naj bosta A = {1,2,3,4} in B = {by, by, b3, by, b5, bg} mnozici.

Napisite injektivno preslikavo f : A — B.

a.
b. Koliko preslikav iz mnozice A v B obstaja?

c. Koliko injektivnih preslikav iz mnozice A v B obstaja?
d. Naj bo g : A — B preslikava, definirana z ¢g(1) = g(2) = b1, g(3) = bs, g(4) = bs.
Poiscite neko preslikavo h : B — B, da velja g = h o f, kjer je f vaSa preslikava iz
(a).
NALOGA 29. \

Naj bo A mnozica vseh obveznih predmetov na prvi stopnji Visokosolskega strokovnega
studija FRI, B pa mnozica vseh obveznih predmetov na prvi stopnji Univerzitetnega
studija FRI. Velja AN B = (). Naj bo R relacija na mnozici A, definirana s predpisom

xRy natanko tedaj, ko se z in y izvajata v istem letniku Studija.

Na isti nac¢in definiramo relacijo S na mnozici B.

a. Navedite definicijo ekvivalen¢ne relacije. Ali je R ekvivalenéna?
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b. Kaj so ekvivalenéni razredi za S7

c. Ce A in B vlozimo v AU B, potem R in S postaneta relaciji na A U B. Dolocite
R * S in R72°% na mnozici AU B.

Narocga 30. \

a. Kdaj je relacija f C A x A preslikava na mnozici A?
b. Poisc¢ite mnozico A in preslikavo f : A — A, ki je injektivna, a ni surjektivna.

c. Napisite in dokazite natancen pogoj za injektivnost kompozituma f o f, kjer je
f: A — A preslikava.

NALOGA 31. <&

a. Kaj je dvomestna relacija R v mnozici A?
b. Naj bosta R in S dvomestni relaciji v mnozici A. Kaj je produkt relacij R % S7

c. Najbo A ={z,y,z,u,v} in R={(z,y), (v, 2), (z,u), (u,v)}. Dolocite tranzitivno
ovojnico relacije R.

NALOGA 32. \
Na mnozici studentov, ki so se udelezili izpita iz Diskretnih struktur, definiramo relaciji
Rin S:

xRy << xin y sta dobila enako oceno,

xSy < Rezultat x in y se razlikuje za najvec¢ 1 tocko.

a. Dolocite ekvivalencne razrede tiste izmed relacij R in .S, ki je ekvivalenc¢na.
Opomba. Ni vam potrebno utemeljevati, da je relacija res ekvivalenc¢na.

b. Utemeljite, zakaj druga izmed relacij R in S ni ekvivalen¢na.

c. Student = je dosegel na izpitu 94, student z pa 96 tock. Ali lahko z gotovostjo
trdimo, da sta Studenta x in z v relaciji S?? Odgovor utemeljite.

NALOGA 33. \
Dana je mnozica C' = {1,2,3,4,5}. Preslikava f : C — C zadosc¢a pogojem f(1) = 2,
f(4)=51in fo f =idc. Dolocite f(2), f(3), f(5).

NALOGA 34. \
V celi nalogi so dane mnozice X = {a,b,c,d}, Y = {1,2,3} in Z = {F,G}. Naj bodo
f: X =Y ¢g:Y = Zinh:Z — X neke preslikave. V nalogi nas bodo zanimali se
kompozitumi:

(%) gof, foh, hogof in gohof.
a. Navedite primer preslikave g, ki je surjektivna.

b. Enega od kompozitumov iz (*) ne bomo mogli izra¢unati za nobeno trojico f, g, h.
Navedite, kateri je to in kje je tezava.



21

c. Samo eden od kompozitumov iz (x) je lahko injektivna preslikava za neko trojico

f,9,h. Navedite, kateri je to in napiSite primer preslikav f, g, h, za katere je ta
kompozitum res injektivna preslikava.

NALOGA 35.

¢
Relacija R C Z? x Z? je podana s predpisom

(x1,71)R(x2,2) < (21,y1) in (29, y2) sta resitvi diofantske enacbe 2z + 3y = 5.
Napisite vsaj 2 elementa iz definicijskega obmocja relacije R.






POGLAVIJE 5

Teorija grafov

NALOGA 36. v
O enostavnem grafu G' (nima veckratnih povezav med dvema vozlis¢ema in nima zank)
imamo naslednje informacije:

e (& vsebuje Hamiltonov cikel, ki je lihe dolzine.

e Najvecja stopnja vozlisca v grafu je 5.

e (G ni poln graf.

Za vsako od naslednjih trditev napisite, ali je pravilna ali ne. Vsak odgovor utemeljite.

a. Graf G ni dvodelen.
b. Graf G je Eulerjev.
c. Za kromaticno stevilo x(G) velja 3 < x(G) < 5.
d. Graf G ima natanko 7 vozlisc.
NALoGA 37. <
a. NariSite primer dvodelnega grafa, ki je Eulerjev.
b. Pojasnite, zakaj dvodelni graf na 12 tockah s 5 belimi in 7 ¢érnimi tockami, ni
Hamiltonov.
c. Koliko razlicnih Hamiltonovih ciklov ima poln graf na 5 tockah? Pri tem cikla
Stejemo za razlicna, ce se razlikujeta vsaj v eni uporabljeni povezavi.
NALOGA 38. <

V tej nalogi so vsi grafi enostavni, tj. nimajo veckratnih povezav med dvema vozliscema
in nimajo zank.

a. Narisite dva neizomorfna grafa, ki imata stopnje vozlis¢ 2,2, 2,1, 1.

b.

Naj bo 2kq, 2ks, ..., 2k, k; € N, zaporedje sodih stevil, ki je graficno. Ali je vsak
graf, ki pripada temu zaporedju, Eulerjev? Ce je odgovor da, to utemeljite, sicer
pa napisite protiprimer (tj. izberete m in kq, ..., k., ter nariSete pripadajo¢ graf,
ki ni Eulerjev).

Naj bo nqi,ns,...,n,, n; € N, zaporedje naravnih stevil, ki je graficno. Denimo,
da je nek graf, ki pripada temu zaporedju, dvodelen. Ali je tudi vsak drug graf,
ki pripada temu zaporedju, dvodelen? Ce je odgovor da, to utemeljite, sicer pa
napisite protiprimer (tj. izberete m in ny,...,n,, ter nariSete dva grafa s temi
parametri, pri ¢emer je en dvodelen, drugi pa ne).
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NALOGA 39. <

a. Naj bo G graf z n tockami in m povezavami. NapiSite zvezo med stopnjami tock
in Stevilom povezav, ki jo podaja lema o rokovanju.

b. Kaj pomeni, da je koncno zaporedje naravnih stevil graficno?
c. Obkrozite ¢rke pred tistimi zaporedji, ki so graficna:
(i) 5,2,1,0 (i) 3,3,2,1 (iii) 3,3,3,3 (iv) 3,3,1,1.

d. Naj bo dano neko padajoce graficno zaporedje naravnih Stevil ny,ns, ng, ..., ng,
kjer je k € N, in GG eden izmed pripadajocih grafov.

(a) Kaj mora veljati za stevila n;, da bo G Eulerjev?

(b) Najve¢ koliko je kromatiéno stevilo x(G)? Odgovor utemeljite.

NAaLogA 40. <

a. Naj bo Ky poln graf na 9 tockah, H = (V, E') pa njemu izomorfen graf. Izpolnite:
(i) V] = (i) | E| = (i) x(H) = (iv) HC =

b. Naj bo G = (V, E) graf, kjer je V mnozica vozlis¢, E pa mnozica povezav. Kaj
pomeni, da je mnozica S C V prerezna za graf G?

c. Naj bo G Hamiltonov graf in S prerezna mnozica moci k. Najvec¢ koliko komponent
za povezanost ima G — S?7 Odgovor utemeljite.

NALOGA 41. <
Za vsako od naslednjih trditev napisite, ali drzi ali ne in odgovor pojasnite.

a. Poln graf na 5 tockah ima 20 povezav.
b. Komplement dvodelnega grafa s 5 tockami ni nikoli dvodelen.

c. Hamiltonov graf ima lahko dve komponenti za povezanost.

e. Ce Eulerjevemu grafu dodamo eno povezavo, potem novi graf ni Eulerjev.

NALOGA 42. \
Vsi grafi v tej nalogi naj imajo neusmerjene povezave, nimajo zank in nimajo veckratnih
povezav.

a. Narisite dva neizomorfna grafa s 4 vozlisci, ki sta Hamiltonova, a nista Eulerjeva.

b. Razlozite, kaj v Brooksovem izreku ne velja v primeru, ko je G lih cikel.
miltonov? Ce je odgovor da, napisite primer, sicer pa utemeljite, zakaj je odgovor
ne.
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NALOGA 43. \
Relacija R na mnozici grafov (neusmerjeni, brez zank in brez veckratnih povezav) je
podana s predpisom

GRH & V@ =V n [|EG)-|EH) =2

Narisite 2 neizomorfna grafa, ki sta v relaciji R z grafom P, (pot na 4 tockah).

NALOGA 44. \Y
Ali obstaja povezan graf G, ki zadosca x(G) = 2022 in A(G) = 20207 Kaj pa povezan
graf H, ki zadosca x(H) = 2022 in A(H) = 20217

Kot ponavadi nas zanimajo samo neusmerjeni grafi, ki nimajo zank ali veckratnih povezav.
Ce je odgovor da, navedite primer takega grafa, sicer pa utemeljite, zakaj je odgovor ne.

NALOGA 45. <
Grafu G z 2022 vozlis¢i odstranimo 5 povezav in dobimo graf z 2016 povezavami. Ali je
G lahko Hamiltonov? Ce je odgovor da, navedite primer takega grafa, sicer pa utemeljite,
zakaj je odgovor ne.






POGLAVIJE 6

Linearne diofantske enacbe in permutacije

NALOGA 46. <&

a. 7Z razSirjenim Evklidovim algoritmom poiscite najvecji skupni delitelj stevil 65 in
26.

b. Obkrozite ¢rke pred tistimi linearnimi diofantskimi enac¢bami, ki nimajo nobene
celostevilske resitve:

(i) 652426y =16, (i) 65z + 26y = 130,
(iii) 652 + 26y = —39,  (iv) 65z + 26y = 27.

c. Izberite eno od linearnih diofantskih enacb iz prejsnje tocke, ki ima celostevilske
resitve, in napiSite formulo, ki opise vse njene celostevilske resitve.

NALOGA 47. g

a. Dana je enacba 84x 4+ 63y = c, kjer sta x,y celostevilski spremenljivki, ¢ pa

celostevilski parameter. Za katere parametre ¢ ima enacba vsaj eno celostevilsko
resitev?

b. Za najmanjsi pozitiven celostevilski ¢, pri katerem ima zgornja enacba celostevilsko
resSitev, napisite formulo, ki opiSe vse celostevilske resitve.

NALOGA 48. <&

a. Dana je enacha ax + by = ¢, kjer sta x,y celostevilski spremenljivki, a,b,c pa
celostevilski parametri.

(a) Napisite potreben in zadosten pogoj na parametre a,b, ¢, da bo imela enacba
vsaj eno celostevilsko resitev (zg, yo).

(b) V primeru a = 35, ¢ = 21 ugotovite, ali obstaja parameter b, za katerega ima
enacba vsaj eno celostevilsko resitev. Odgovor utemeljite.

NALOGA 49. <
Naj bosta
1 2 3 4 5 6 _ 1 2 3 4 5 6

T = n w:

4 5 3 6 21 146 5 2 3

permutaciji.



28 Linearne diofantske enacbe in permutacije
a. Dolocite definicijsko obmocje in zalogo vrednosti permutacije 77
b. Zapisite permutacijo m v obliki produkta disjunktnih ciklov in dolocite njen red.
c. Zapisite permutacijo m v obliki produkta transpozicij in dolocite njeno parnost.
d. Izracunajte produkt 7 * 1.
NALOGA 50. <
a. Naj bodo a,b, ¢ pozitivna cela stevila. Ce a deli b- ¢ in sta si a,b tuja, koliko je
navecji skupni delitelj stevil a in ¢? Odgovor utemeljite.
b. Naj bosta a, b pozitivni celi Stevili, ki sta si tuji. Ali obstajata pozitivni celi Stevili
k, ¢, da velja ka + (b =17
c. Napisite permutacijo « mnozice {1,2,...,9} s cikliéno strukturo [4,4, 1].
d. Resite enacbo 72 = a, kjer je a vasa reSitev tocke (c).
NALOGA 51. <
a. Naj bodo b, ¢, d pozitivna cela stevila. Ce b deli ¢ - d in sta si b, d tuja, koliko je
navecji skupni delitelj stevil b in ¢? Odgovor utemeljite.
b. Naj bosta a, b pozitivni celi stevili, ki sta si tuji. Ali obstajata negativni celi stevili
k, 0, da velja ka + ¢b = —17?
c. Napisite permutacijo @ mnozice {1,2,...,7} s cikliéno strukturo [3, 3, 1].
d. Resite enacbo 72 = a, kjer je a vasa resitev tocke (c), 7 pa nima cikliéne strukuture
3,3,1].
NALOGA 52. <

a. Napisite primer naravnih stevil a, b, za kateri velja ged(a,b) = 2 in lem(a, b) = 20.

b.

Napisite permutacijo « reda 6 na mnozici 5 tock.

NALOGA 53. <

a. Napisite primer naravnih stevil a, b, za kateri velja ged(a, b) = 2 in lem(a, b) = 12.

b.

Napisite permutacijo a reda 6 na mnozici 6 tock, ki nima cikli¢ne struktrure C(a) =

6].

NALOGA 54. <&
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a. Naj bosta a in b Stevili, za kateri velja ged(a,b) = 2. Koliko celostevilskih resitev
(x,y € Z) ima enacba
ar + by = 20227
Odgovor utemeljite.

b. Ali obstajata naravni stevili a in b, za kateri velja ged(a,b) = 2° in lem(a, b) = 377
Ce je odgovor da, ju poiscite, sicer pa utemeljite, zakaj je odgovor ne.

c. Resite permutacijsko enacho
) 1234567
¥ = .
2316745

NALOGA 55. g
Poiscite celo stevilo b, za katerega enacba 4x + by = 20 ima celostevilske resitve (z,y € Z),
enacba 4z + 20y = b pa jih nima.

NALOGA 56. <&

Naj bo
12345 6 7
7o 3 vy 2 z w 5

delno doloéena permutacija. Dolocite x,y, z tako, da bo ¢? identi¢na permutacija.
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Resitve



Izjavni racun

RESITEV NALOGE 1. ¢

ap,p=|q|F q pVa,| ~q | E p

b.p=gq, 7q, "p| V |r E —r

c. Pravilni so vezniki A,V,=-, <. Protiprimer za pravilnost sklepa so vrednosti iz-
javnih spremenljivk p =0, ¢ =0, r = 1, saj je v tem primeru

p=q~1, —-qg~ 1, —-p| {\V,=>,&} r~1  —-r ~ 0.

RESITEV NALOGE 2. T

a. Izjavni izraz ni tavtologija. Za p =1 in r = 0 vrednost izrazani 1: 1 =0 ~ 0.

b. Izjavni izraz ni tavtologija. Za p = 0 in r = 0 vrednost izraza ni 1:
0=0=0~1=0 ~ 0.

c. Izjavni izraz je tavtologija. Preveriti moramo, da ima pri vseh naborih vrednosti
izjavnih spremenljivk p in 7 izjavni izraz vrednost 1, tj.

p=Lr=1: (I=1)=1)=1~1=1~ 1,

p=1Lr=0: (I1=0=1)=1~1=1~ 1,

p=0r=1: (0=1)=0=0~(1=20=0~0=0~ 1,

p=0,r=0: ((0:>0) 0)=0~ (1=0=0~0=0 ~ 1.
d ((p=r)=p)=p=

RESITEV NALOGE 3. et

a. Nabor {V, A} ni poln, saj ohranja logi¢no vrednost 1, tj. 1V1 ~ 1in 1Al ~ 1.

b. Za vsak izjavni izraz I obstaja izjavni izraz I, v katerem nastopajo samo vezniki
-, A\, V, pri cemer imata [ in I’ isto resni¢nostno tabelo. Primera takega izjavnega
izraza I’ sta konjunktivna in disjunktivna normalna oblika izraza I.

c. o Sklep I = J je pravilen natanko tedaj, ko iz I ~ 1 sledi J ~ 1.
e Sklep I,—J [ 0 pa je pravilen, ko iz I ~ 1 in =J ~ 1, sledi 0 ~ 1. To pa
je ekvivalentno temu, da iz I ~ 1in J ~ 0, sledi 0 ~ 1. Ker je 0 £ 1, je
I,—J = 0 pravilen natanko tedaj, ko predpostavki I ~ 1 in J ~ 0 nista nikoli
izpolnjeni. To pa je res natanko tedaj, ko iz I ~ 1 sledi J ~ 1.
e Torej sta sklepa I = J in I, —J |= 0 enakovredna.

RESITEV NALOGE 4. 1
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a. Najvec 1 ima V, najmanj pa A.
b. Izraza v (i) nista enakovredna. Za A ~ 1in B ~ 1 je (AA—B)VA ~ 1in—-B ~ 0.
Izraza v (ii) sta enakovredna, saj velja
—“(mAANB) ~ =mAV-B ~ AV -B.
Izraza v (iii) sta enakovredna, saj velja
(AVB)ANC ~ (ANC)V (BACQ).

c. o{A O} Ce od polnega nabora odvzamemo nek veznik, nov nabor ni nujno
vec poln.
e {O,U}: N. Ce od nepolnega nabora odvzamemo nek veznik, nov nabor ni
poln.
e {O,U,*,®}: 7. Ta nabor ne vsebuje polnega nabora, niti ni podmnozica
nepolnega nabora. Torej ne moremo nic¢ sklepati o njegovi polnosti.
e {O,U,®,A}: P. Ta nabor vsebuje poln nabora, torej je poln.

RESITEV NALOGE 5. ¢

a. Izjavna izraza sta enakovredna, kadar imata za vsak nabor vrednosti izjavnih spre-
menljivk enaki logi¢ni vrednosti.

b. (pAq)V(=pAqg).

c. Modus ponens: A= B, A E B.

B

B
1
0
1
0

o O~ |

=
1
0
1
1

Predpostavki A = B in A sta resni¢ni samo v prvi vrstici zgornje tabele, kjer je
resnicen tudi zaklju¢ek B. Torej je sklep pravilen.

RESITEV NALOGE 6. et

a. "(AANB) ~ =AV-Bin=(AVB) ~ -AA-B.
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b.
pla|r|Ipar)
1111 1
1{110 0
1{0]1 0
110(0 1
O(1]1 0
0(1]0 0
0(0]1 1
0(0]0 1
c. Modus tollens: A= B,-B = -A
Iz resni¢nostne tabele
A|B|A=B|-B|-A
111 1 0 0
110 0 1 0
0]1 1 0 1
010 1 1 1

opazimo, da imata obe predpostavki A = B in =B hkrati vrednost 1 samo za
A ~ B ~ 0. Takrat pa ima tudi zaklju¢ek = A vrednost 1.

RESITEV NALOGE 7. et

a. Pri vseh naborih vrednosti A, B, za katere sta izraza A = B in A resni¢na, je
resnic¢en tudi izraz B.

b. Ker je g(1,1) =1 1in ¢g(1,0) = g(0,1) = ¢(0,0) = 0, g predstavlja A.

c. 1. moznost: Ker je (fog)(1,1) = f(g(1,1)) = f(1) = 0 in podobno (f 0 ¢)(0,0) =
(fo9)(1,0) = (f o g)(0,1) = 1, g predstavlja —p V =q.

2. moznost: (fog)(p,q) = f(9(p,q)) = f(pAq) =—-(pAq) =PV —q.

RESITEV NALOGE 8. T

a. Pri vseh naborih vrednosti A, B, za katere sta izraza A = B in =B resnic¢na, je
resnicen tudi izraz —A.

b. Ker je g(1,1) = ¢(0,0) =0 in ¢(1,0) = g(0,1) = 1, g predstavlja V.
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c. 1. moznost: Ker je (fog)(1, 1) f(g(1,1)) = f(0) = 1 in podobno (fog)(0,0) = 1,
(fog)(1,0) = (fog)(0,1) =0, g predstavlja <.

2. moznost: (fog)(p,q) = f(9(p,q) = f(p¥q) =-(p¥Yq) =p < q

RESITEV NALOGE 9. ¢

a. Kerjel& 1~1in 04 0~ 1, je izraz p < p tavtologija. Ker je
00 0~1<0~0,
izraz p < p < p ni tavtologija.

b. Ce za I(p) vzamemo katerokoli tavtologijo, bo izraz I(p) V r tavtologija. I(p) je
npr. L, pV-p, p&op, ...

RESITEV NALOGE 10. ¢

a. Kerjel=(1V1l)~1=1~1in0=(0V0)~0=0~1,jeizrazp=pVp
tavtologija.

b. Ce za I(p) vzamemo katerokoli protislovije, bo izraz I(p) = r tavtologija. I(p) je
npr. 0, pA—p, p& —p, ...

RESITEV NALOGE 11. et

a. Nabor {&} je poln, saj se da z njim izraziti oba veznika iz polnega nabora {—, V}.

b.
p=q~ pVg~ (po&p Vg~ (pep)®(PeD) ®(¢®q).

Predikatni rac¢un

RESITEV NALOGE 12. et

a. Pri izbiri D = N in P(z) : ‘x je sodo tevilo.” je interpretacija formule (1): Ce za
vsako naravno Stevilo velja, da ni sodo, potem ne obstaja naravno stevilo, ki bi
bilo sodo.

(Vz: =P(z)) = (—3x : P(x))

~ (V2 : ~P(a)) = (<3 : P(y)
= (Y =P()) vV (<3y : P(y))
~ (Fz: Pz)) V (Vy - = P(y))

~ dz: (P(x) VYy:-P(y))

~ JzVy : (P(x) V =P(y)).
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c. Formula je splosno veljavna. V interpretaciji s podro¢jem pogovora D mora ob-
stajati d € D, tako da za vsak d’ € D velja P(d) vV —P(d’) ~ 1. Ce obstaja dy, da
velja P(dy) ~ 1, potem je d = dy dober za vse d'. Ce pa tak dy ne obstaja, potem
za vsak d' velja =P(d’) ~ 1 in za d lahko vzamemo katerikoli element iz D.

RESITEV NALOGE 13. T

a. Izjavne formule so definirane induktivno:
e Atomi so izjavne formule.
e Ce sta W in V igjavni formuli in je z spremenljivka, potem so tudi

(= W), (WAV),(WV V), (W= V), (W = V),...
(FzW) in (VW)

izjavne formule.

b. e Na prvem izpitu iz DS za vsako nalogo velja naslednja trditev: Naloga je
najzahtevnejsa ali pa obstaja naloga, ki je zahtevnejsa od nje.
e Na prvem izpitu iz DS za vsako nalogo velja naslednje trditev: Obstaja naloga,
ki je zahtevnejsa od nje ali pa je naloga z iz podroc¢ja permutacij.
e Na prvem izpitu iz DS velja naslednja trditev: Ni res, da za vsako nalogo ob-
staja naloga, ki je zahtevnejSa od nje ali pa je naloga z iz podro¢ja permutacij.

c. JaVy : (—P(y,z) A —R(2)).

RESITEV NALOGE 14. T

a.Ve:(WAV) ~Ve:WAVz:Vinde: (WVV) ~ Jz:WVIz: V.

b.
((VaTy - P(x,y)) vV (R(y) A (=Q(2))) V (Fyvw : (T(w) V Z(z,y, w)))

c. Primer izjavne formule W:

Jr3y : (P(x) A Q(z,y) A =P(2)).
RESITEV NALOGE 15. ¢

a. ((VzQ(x)) A (=R(y))) = P(z,y).

b. Da, formula je resni¢na. Ko ima x vrednost ‘rdeca’; je za vsak y izjava P(rdeca)V
Q(y) resnicna.

RESITEV NALOGE 16. et

a. (3eP(z,y)) = ((=Q(x)) A R(y))

b. Ne, formula ni resni¢na. Ko ima x vrednost ‘oranzna’, ne obstaja y, da bi bila
izjava P(oranzna) A Q(y) resni¢na.
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RESITEV NALOGE 17. ¢

a. JaVy : (=P(z) V -Q(y)).
b. Vz3dy : (P(x) A =Q(y)).

c. Jxdy : (P(x) A =Q(y)).
RESITEV NALOGE 18. ¢

I®] ~ —Vady: ((P(z) @ P(z)) © (Q(y) ® Qy)))
~ —VzIy: (P(z)V Q(y))
~ JzVy : (-P(x) AN =Q(y))

Mnozice

RESITEV NALOGE 19. ¢

a. (AUB)NC=(AnC)U(BnC)ali (ANB)UC =(AuC)n(BUC).

b. AN(AUB)=A:
Vsebovanost C: Najbox € AN(AUB). Posebej veljax € A. Torej je AN(AUB) C
A.
Vsebovanost 2O: Velja AC Ain AC AUB. Torejje AC AN (AUB).

AU(ANB)=A:
Vsebovanost C: Velja A C Ain AN B C A. Torej je AU(ANB) C A.
Vsebovanost 2: Iz A C Asledi A C AU (AN B).

c. Velja:

(ANB)U(ANB)=((ANnB)UA)N((AN B)U B°)
=AN((ANB)U B
=AN((AUB°)N(BUBY)
=AN(AUB°)
= A,

kjer smo v prvi in tretji enakosti uporabili zakon distributivnosti, v drugi in peti
zakon absorpcije, v Cetrti pa dejstvo, da je B U B¢ enako univerzalni mnozici.

RESITEV NALOGE 20. ¢

a. Pravilni odgovor je katerikoli od naslednjih:
eVreU:((reA=z€B) N (xeB=xecA)),
eVeeU:(reA=axeB) NVxeU:(xe€ B=xeA),
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eVreU:(re€A=2€B) ANVyeU:(yeB=yeA),
eVreU:(re ANz e BV ~(x e A)A—(x € B)).
eVreU:(reANxeB YV aesgANx ¢ B).

b. Pravilni odgovor je katerikoli od naslednjih:
eVreU:(~(xeA)V-(reB)),
eVreU:(z g AV ¢B),
eVzeU:((reA=-(xeB)) N (xreB=-(xecA))),
eVreU:(reAN-(x€B)V a(z € A)ANz e B V ~(x € A)AN—(z € B)).

c¢. Pravilni odgovor je
VeeU:(~(reA)Vo(reB)=3reclU:(reBArxel).

RESITEV NALOGE 21. et

a. (ANB)* = A°U B® in (AU B)¢ = A°n B-.
b. PA={X: X C A}.

c. o Ni potencna mnozica, saj elementa 1, 2 nista mnozici.
e Ni poten¢na mnozica, saj ne vsebuje ().
e Je potencna mozica mnozice {1,{2,7}}.

RESITEV NALOGE 22. et

a. Da, saj lahko v (AN B) x (CN D) = (A x C)N (B x D) zamenjamo vlogi mnozic
Cin D.

b. A=1{1,2,3,4,5,6}. V tem primeru ima P(A) natanko 2% = 64 elementov.

c. Refleksivna relacija R vsebuje vse pare (1,1),...,(6,6). Vsi ostali urejeni pari
(1,7),1# j, 1,7 € A, paso lahko vsebovani v R ali pa ne. Takih parov je 6-5 = 30.
Torej je refleksivnih relacij 230 = |M].

RESITEV NALOGE 23. et

a. Da, saj lahko v (AN B) x (CN D) = (A x C)N(B x D) zamenjamo vlogi mnozic
Ain B.

b. A={1,2,3,4,5}. V tem primeru ima P(A) natanko 2° = 32 elementov.

c. Vsak par (1,1),...,(5,5) je lahko vsebovan v simetri¢ni relaciji R ali pa ne. Za
vsak urejen par (@ j), #j,1,7 € A kijev R, pamora biti v R tudi (j,4). Takih
dvojic (1, 7), (5) = = 10. Vsaka je vsebovana v R ali pa ni. Torej je

5_
2 2
simetri¢nih relacu 215 = |M|.

25+10 _
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RESITEV NALOGE 24. ¢

a. A=0in Nx A=0. Ceima A vsaj en element, je mnozica N x A neskonéna.

b. PN x B) = {0,N x B, {(1, )}, {(1,A), (1, V)},..}.

c. f ne more biti injektivna, saj je njena domena neskoncna mnozica N, njena kodo-
mena pa konéna mnozica C.

RESITEV NALOGE 25. ¢

a. Npr. A = N. Katerakoli neskonéna mnozica je ustrezna. Ce ima A konéno mnogo
elementov, bo imela tudi mnozica {1,2,3} x A konéno mnogo elementov.

b. P(B x N) = {0, B x N, {(A, )}, {(A, 1), (V,)},...}.

c. f nemore biti surjektivna, saj je njena domena kon¢na mnozica C', njena kodomena
pa neskoncéna mnozica N.

Relacije in preslikave

RESITEV NALOGE 26. T

a. Pravilni odgovori so npr.:
z, zal<x <5,
o f(x)= .
1, sicer.

e Katerokoli premesanje stevil 1 do 5, vsa ostala Stevila pa preslikana kamorkoli
v mnozico {1,2,3,4,5}.
o f(z) = (z mod5)+ 1.

b. Ker je f surjektivna, je Z; = {1,2,3,4,5}. Torej moramo poznati ¢(i) za vsak
i=1,2,3,4,5. Zato je {1,2,3,4,5} C A.

c. Ne obstaja. Ker je zaloga vrednosti Zy moci 5, je tudi zaloga vrednosti kom-

pozituma g o f najve¢ moci 5. Ker je go f : N — N, bi morala biti tudi slika
kompozituma enaka N. To pa ne gre.

d. Npr. A={1,2,3,4,5}, B={1} in g(i) = 1 za vsak i € A.
RESITEV NALOGE 27. @

a. Primer relacije je R = {(a,b), (c,d), (e, f)}, kjer so a, b, c,d, e, f katera koli stevila
(ne nujno razlicna) iz A.
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. Najmanj 5, tj. (1,1),(2,2), (3,3), (4,4), (5,5). Lahko pa Se katerega koli od preo-

stalih.

. 25, saj je razliénih elementov v mnozici A x A ravno 25 = 52.

. Vsak izmed elementov iz A x A je bodisi element R bodisi ni. Torej je razlicnih

relacij 2§t. elementov AxXA _ 225

RESITEV NALOGE 28. 1

. f(l) = by, f(2) = by, f(3) = bs, f(4) = by.

. 6%, saj lahko vsak element iz A preslikamo v kateregakoli izmed Sestih elementov

mnozice B.

. 6-5-4-3 = 360. Element 1 lahko preslikamo v kateregakoli izmed Sestih elementov

mnozice B, 2 v kateregakoli izmed petih preostalih, 3 v kateregakoli izmed S§tirih
preostalih in 4 v kateregakoli izmed treh preostalih.

. Veljati mora

by =g(1) = (ho f)(1) = h(f(1)) = h(by),
by =g(2) = (ho [)(2) = h(f(2)) = h(ba),
by = g(3) = (ho [)(3) = h(f(3)) = h(bs),
bs = g(4) = (ho f)(4) = h(f(4)) = h(bs).

Ostala elementa b5, bg pa se lahko slikata kamorkoli v B, npr. h(bs) = h(bs) = b;.

RESITEV NALOGE 29. et

a. Ekvivalen¢na relacija R je relacija na mnozici A, ki je refleksivna ((z,z) € R za

vsak x € A), simetricna ((z,y) € R = (y,z) € R za vsaka x,y € A) in tran-
zitivna (Za vse trojice z,y,z € A iz (z,y) € R in (y,2) € R, sledi (z,2) € R.).
Relacija R v nalogi je ekvivalenéna.

. Relacija S ima tri ekvivalenc¢ne razrede. V prvem so obvezni predmeti, ki se izva-

jajo v prvem letniku prve stopnje uni studija na FRI, v drugem predmeti drugega
letnika, v tretjem pa predmeti tretjega letnika.

. RxS = 0. Ker je R ekvivalen¢na relacija na A, je R720%0 = (R71)2020 = R2020 — R

Torej tudi na AU B velja R~20?20 = R.

RESITEV NALOGE 30. ais

a. Relacija f je preslikava, Ce je enoli¢na, je njena domena Dy cela mnozica A in je

njena slika Z; podmnozica A.
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b. f:N=N, f(z) =z + 1.

c¢. Kompozitum f o f je injektiven natanko tedaj, ko je preslikava f injektivna.

Dokaz v smer (=). Ce f ne bi bila injektivna, bi obstajala x in y z = # vy, za
katera bi bilo f(xz) = f(y) in zato f(f(z)) = f(f(y)). Toda to je v nasprotju z
injektivnostjo f o f.

Dokaz v smer (<). Dokazati moramo, da iz (f o f)(z) = (f o f)(y) sledi z = y.

Po definiciji kompozituma velja f(f(z)) = f(f(y)). Ker je f injektivna, sledi od
tod f(z) = f(y). Ker je f injektivna, je z = y.

RESITEV NALOGE 31. 1

a. Dvomestna relacija R v A je mnozica urejenih parov elementov iz A x A.

b. Pravilen odgovor je katerikoli od naslednjih:
e R xS je relacija v mnozici A, katere elementi so urejeni pari (z,y) € A x A,
za katere obstaja nek z € A, tako da velja Rz in zSy.
e R+xS={(x,y) € Ax A: zanek z € A velja xRz in zSy}.

c. BT ={(2,9),(y,2), (z,u), (u,0), (x,2), (x, ), (x,0), (4, u), (y,v), (z,0)}.

RESITEV NALOGE 32. et

a. Ekvivalencna relacija je R. Vsi studentje, ki so na izpitu dobili enako oceno, so v is-
tem ekvivalenénem razredu. Ekvivalen¢ni razredi so R[5] = {x: x je dobil oceno 5},
..., R[10] = {z: x je dobil oceno 10}.

b. Relacija S ni ekvivalen¢na, saj ni tranzitivna. Za studente x, y, z, ki so na izpitu
dosegli 63, 64, 65 tock velja, Sy in ySz, ne velja pa xS5z.

c. x in z sta v relaciji S? natanko tedaj, ko obstaja y, da velja Sy in ySz. Tak y bo
obstajal, ¢e se bo njegov rezultat razlikoval najve¢ za 1 tocko od 94 in 96. Torej

bosta z in z v relaciji S? natanko tedaj, ko obstaja Student, ki je na izpitu dosegel
95 tock.

RESITEV NALOGE 33. ot
Iz pogoja f o f =ide sledi f(2) =1 in f(5) = 4. Iz bijektivnosti pa sledi e f(3) = 3.

RESITEV NALOGE 34. et
a. g(1) =g(2) = F, g(3) = G.

b. Kompozitum g o h o f ni smiseln, saj f slika v Y, definicijsko obmocje h pa je Z.

c. Injektivna preslikava je lahko f o h. Npr., h(F) = a, h(G) = b, f(a) = f(c) =
f(d) =1, f(b) = 2. Preslikave g ne potrebujemo.
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RESITEV NALOGE 35. @
V definicijskem obmoé¢ju R so ravno vsi pari (x,y), ki resijo enacbo 2x + 3y = 5. Npr.

(1,1), (4, —1), (7, —3),.. .

Teorija grafov

RESITEV NALOGE 36. ¢

a. Trditev je pravilna. Graf GG vsebuje cikel lihe dolzine, zato ni dvodelen.

b. Trditev ni pravilna. Graf G ni Eulerjev, saj obstaja tocka lihe stopnje (tj. 5).

c. Trditev je pravilna. Kromati¢no stevilo je x(G) je ve¢ kot 2, saj graf G' ni dvode-
len. Ker je najvecja stopnja vozlisca 5, je x(G) < 6. Ker pa graf ni niti lih cikel
(saj obstaja tocka stopnje ve¢ kot 2) niti poln graf, po Brooksovem izreku velja
X(G) < 5.

d. Trditev ni pravilna. Graf G = (V, E) z 9 vozliséi, ki ustreza pogojem naloge, je

V= {Ul,Ug, e ,1)9},
E = {(/Ula U?)a <v27 U3)7 sy (Ug,/l)g), (/Ula 03)7 (vla U4)7 (U17U5)7 (Ulyv(i)}
RESITEV NALOGE 37. 1@

a. Npr. cikel na 4 tockah.

b. Ce odstranimo vseh 5 belih tock, graf razpade na 7 komponent. Po izreku o raz-
padu zato prvotni graf ni Hamiltonov.

c. Fiksirajmo neko vozlisée. Cikel lahko zacnemo po kateri koli od stirih povezav.
V naslednjem vozlis¢u izbiramo med tremi preostalimi, nato med dvema, zadnja
povezava pa je dolocena. Upostevati moramo Se, da smo vsak cikel dvakrat steli,
saj smo ga lahko prepotovali v eno ali v druge smer, tj. viv3v5v4v5 je isti cikel kot
V1U2U4U5V3. Imamo % = 12 ciklov.

RESITEV NALOGE 38. @

a. Prvi graf je pot na pet tockah, drugi pa unija cikla na treh tockah in poti na dveh
tockah.

b. Ce je graf povezan, potem je odgovor da, saj je graf Eulerjev natanko tedaj, ko so
vsa vozlisca sodih stopnj. Ce pa graf ni povezan, je odgovor ne.

c. Ne. Za zaporedje 2,2,2,1,1 sta grafa iz resitve tocke (a) protiprimera. Prvi je

dvodelen, drugi pa ni.
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RESITEV NALOGE 39. ¢

a. Naj bo G = (V| E) graf, kjer je V mnozica vozlis¢, E pa mnozica povezav. Velja

> " deg(v) =2|E|.
veV

b. Zaporedje je graficno, ¢e obstaja graf, katerega stopnje vozlis¢ so v bijektivni ko-
respondenci z danim zaporedjem.

c. e Zaporedje 5,2,1,0 ni graficno, saj bi moralo biti prvo vozlis¢e povezano s 5
vozlis¢i, na razpolago pa so le 3.
e Zaporedje 3, 3,2, 1 ni graficno, saj vsota stevil v zaporedju ni soda.
e Zaporedje 3,3, 3,3 je graficno. Ustreza mu poln graf na 4 tockah.
e Po izreku je zaporedje 3,3, 1,1 graficno natanko tedaj, ko je 2, 2,0, 0 grafi¢no.
To pa ni graficno, saj bi moralo biti prvo vozlisée povezano z dvema vo-
zlisStema, na razpolago pa je le eno.

d. e Vsa Stevila n; bi morala biti soda.

e Kromati¢no stevilo grafa je najvec za 1 vecje od stopnje najvecjega vozlisca,
saj pozresna metoda barvanja deluje. Torej je najvec¢ ny + 1.

RESITEV NALOGE 40. ¢

a. |[V| =9, |E| = % =36, x(H) =9, H® = 0.

b. Mnozica S C V je prerezna, ¢e po odstranitvi vseh vozlis¢ in povezav, ki imajo
vsaj eno krajisce v S, graf razpade na ve¢ povezanih komponent, kot jih je imel
prvotni graf.

c. Graf G — S ima najve¢ k komponent za povezanost. Ce bi jih imel ve¢, bi moral

Hamiltonov cikel vsaj (k + 1)-krat zamenjati komponento, pri ¢emer bi moral iti
na vsakem koraku prek vozliséa v S. Ker je teh le k, to ne bi slo.

RESITEV NALOGE 41. et

a. Ne drzi, saj ima poln graf na 5 tockah 574 = 10 povezav.

b. Drzi, saj ima vsaj ena mnozica razbitja grafa vsaj 3 vozliséa. V komplementu grafa
so vse vozlis¢a iste mnozice razbitja povezana, torej dobimo cikel dolzine 3.

c¢. Ne drzi. Ce ima graf dve komponenti za povezanost, potem ne obstaja cikel, ki
vsebuje vse tocke grafa.

d. Ne drzi. Kromati¢no stevilo grafa je navzgor omejeno s stevilom vozlisc, tj. n.
e. Drzi. Ce Eulerjevemu grafu dodamo eno povezavo, potem obstajata natanko dve

vozlisci lihe stopnje. Graf je namre¢ Eulerjev natanko tedaj, ko so vsa vozlisca
sodih stopenj.
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RESITEV NALOGE 42. ¢

7R

b. V primeru, ko je G lih cikel, ne velja desna neenakost x(G) < A(G) v Brooksovem
izreku, saj je x(G) =3 in A(G) = 2.

c. Ker je x(G) = 2, je G dvodelen. Ker je vozlis¢ liho mnogo, barvna razreda
nista enako velika. Za take grafe pa vemo (npr. z uporabo izreka o razpadu, kjer
za prerezno mnozico vzamemo barvni razred z manjsim Stevilom tock), da niso

Hamiltonovi.
RESITEV NALOGE 43. ¢
O @) I i
Dva primera grafov sta Gi;: 0—O Gy:
RESITEV NALOGE 44. ¢

Za povezan neusmerjen graf brez zank ali veckratnih povezav velja x(G) < A(G)+1. Ker
ne velja 2022 < 2021, tak graf G ne obstaja.

Primer grafa H je poln graf na 2022 tockah.

RESITEV NALOGE 45. s
Graf G ni Hamiltonov, saj bi moral imeti vsaj 2022 povezav (da ima lahko cikel), ima pa
jih samo 2021.

Linearne diofantske enacbe in permutacije

RESITEV NALOGE 46. ¢

(1): 65=1-65+0-26,
(2): 26=0-65+1-26, 65=2-26+ 13,
(3)=(1)—2(2): 13=1-65—2-26, 26=2-13+0,
(4)=(2)—2(3): 0=-2-65+5-26.

)
Torej je D(65,26) = 13.

b. Veljati mora, da D(65,26) deli desno stran enac¢be. Enacbi z desno stranjo 16 oz.
27 nimata celostevilskih resitev, tisti z 130 in —39 pa imata celoStevilske resitve.
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c. Izberimo enacbo 65x 4+ 26y = 130. Eno od resitev (g, yo) dobimo tako, da pred-

zadnjo vrstico razsirjenega Evklidovega algoritma pomnozimo z 11—330 = 10. Torej
130 = 10 - 65 — 20 - 26 in zato (zo,yo) = (10, —20). Vse resitve pa so oblike
26 65
k-—,yo—k-—) = (10+ 2k, —20 — 5k
(:c0+ 1300 13) (10 + 2k, —20 — 5k),
kjer je k € Z.
RESITEV NALOGE 47. @
a.
(1) 84 =1-8440-63,
(2): 63=0-84+1-63, 84 =1-63+ 21,
(3)=(1)—(2) 21=1-84—1-63, 63=3-21+0,
(4)=(2)—-3(3): 0=-3-84+4-63.

Torej je D(84,63) = 21. Zato mora biti ¢ celostevilski veckratnik stevila 21.

b. Najmanjsi tak ¢ je 21. Eno od resitev (xg,yo) dobimo iz predzadnje vrstice
razsirjenega Evklidovega algoritma. Torej (zg,v0) = (1,—1). Vse resitve pa so

oblike
84 63
koS gy — k-~ ) = (1+ 4k, —1— 3k
(x0+ 21790 21) ( + 3 3 )7
kjer je k € Z.
RESITEV NALOGE 48. ¢

a. Najvecji skupni delitelj parametrov a in b mora deliti c.

b. Ustrezen je vsak b, za katerega velja, da najvecji skupen delitelj stevil 35 in b deli
21. Npr. 1,7,14,21,...

RESITEV NALOGE 49. ¢

a. Definicijsko obmodje in zaloga vrednosti sta {1,2,3,4,5,6}.
b. m=(1,4,6)(2,5). Red je najmanjsi skupni veckratnik dolzin ciklov, tj. 6.
c. m=(1,6)(1,4)(2,5). Parnost pemutacije 7 je liha.

1 23456
d mxy =
526 3 41

RESITEV NALOGE 50. @
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a. Ker je alb-cin D(a,b) =1, sledi a|c. Torej je D(a,c) = a.
b. Ne. Ker so a, b, k, ¢ pozitivna cela stevila, je ka+¢b>1-14+1-1=2 > 1.
c. a = (1234)(5678)(9).

d. Cikliéna struktura = je [8,1]. Torej je m = (15263748)(9).
RESITEV NALOGE 51. @

a. Ker je b|c-d in D(b,d) = 1, sledi blc. Torej je D(b,c) = b.

b. Ne. Ker sta a,b pozitivni celi stevili, k, ¢ pa negativni celi stevila, je ka + ¢b <
(=) -1+(-1)-1=-2<-1.

c. o = (123)(456)(7).

d. Ciklicna struktura = je [6,1]. Torej je m = (142536)(7).
RESITEV NALOGE 52. @

a. Primeri so pari (a,b) € {(2,20), (4,10), (10,4), (20,2)}.

b. Primer je npr. o = (123)(45). Edina mozna cikli¢na struktura je C(a) = [3,2].
RESITEV NALOGE 53. @

a. Primeri so pari (a,b) € {(2,12), (4,6), (6,4), (12,2)}.

b. Primer je npr. o = (123)(45)(6). Edina mozna cikli¢na struktura je C(«) = [3,2, 1].
RESITEV NALOGE 54. @

a. Ker ged(a, b) = 2 deli 2022, je enacba resljiva nad Z, resitev pa je neskonéno mnogo.
b. Taki naravni stevili a, b ne obstajata, saj bi moral ged(a, b) deliti lem(a, b).

c. Velja p? = (57)(46)(123). Zato je C(p?) = [3,2,2]. Sledi C(p) = [4, 3]. Dve resitvi
sta ¢ = (5476)(132) in ¢ = (5674)(132).

RESITEV NALOGE 55. @
Da bo imela ena¢ba 4z 4 by = 20 celostevilske resitve, mora ged(4, b) deliti 20. Da enacba
4x + 20y = b ne bo imela celostevilskih resitev, pa 4 = ged(4, 20) ne sme deliti b. Primeri
sob=1,b=2,b=6, ...
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RESITEV NALOGE 56. @
Velja (i) = p(p(i)) = i. Vstavimo zaporedoma i = 1,4, 7 :

1= (1) = p(p(1)) = ¢(3) =y,
= 0’ (4) = p(p(4) = p(2) =
= ©*(7) = (7)) = @(5) = =.
(6)

Ker je ¢ permutacija, imamo za ¢(6) samo eno moznost, tj. 6 = w.
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