1. kolokvij iz Diskretnih struktur — UNI — Resitve

Ljubljana, 6. december 2004

1. Pokazi ali ovrzi naslednji sklep:

s=qVt, us —qVr,uV-pVs,tV-r= s

Resitev.

1. s=>q\Vt

2. u&s qgVr
3. uV-pVs
4. tV-r = s
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Lahko pa ze na zacetku uporabimo PS in RA in sklep predelamo v ekvi-

valentno obliko:

v=>qVt, us—qVr,uV-pVu,tV-r=-v,p, 1q

predpostavka
predpostavka
predpostavka
predpostavka

predpostavka PS
predpostavka RA

Pr(5.1.1)
~2
Po(5.1.3)

MP(5.1.2, 5.1.4
DS(5.1.5, 5.1.3

)
)
MP(5.1.6, 1)
MT(5.1.6, 4)
Po(5.1.8)

)

DS(5.1.9, 5.1.7
7d(5.1.1, 5.1.10)

konec RA
konec PS

Dokaz poteka enako, le da je ostevil¢enje enonivojsko.

= p=q.

= 0.



2. Naj bodo A, B in C' dane mnozice in naj bo X neznana mnozica. Ugotovi,
kdaj je spodnji sistem enach resljiv in ga resi.

(A+B)\ X =C,
ANBNC =X\ (AUB).

Ce sistema ne znate resiti, poiscite vsaj ¢cimvec zvez, ki veljajo ali morajo
veljati med mnozicami A, B,C in X, ¢e naj ima zgornji sistem reSitev.
Lahko si pomagate tudi z Vennovimi diagrami.

Resitev.

Iz enacbe (A + B) \ X = C razberemo, da je: C C A+ B ). Zato je
ANBNC =0 *). Ce prvo enacbo presckamo z X dobimo X N C = ()
() Po () in drugi enacbi sledi X \ (AU B) = 0 in iz tega X C AU B
(+). Po prvi enacbhi in posebej po **) sledi, (A + B)\ C C X. Ker je
((A+B)\C)UC = (A + B) in zaradi ) velja, (A4 B)\ C C X, zaradi
(=) in () pa X lahko vsebuje tudi del AN B. Ce povzamemo dobljene
pogoje:

Sistem je resljiv le pri pogoju, da sta mnozici A in B splosni mnozici in
C' C A + B. Resitev je tedaj lahko kve¢jemu oblike X = ((A+ B) \ C) U
(TN AN B), kjer je T poljubna mnozica.

Ce je pogoj za redljivost izpolnjen, zlahka vidimo, da zgoraj omenjena
reSitev izpolni obe enacbi.



3. Pokazi, da sta predikatni formuli :

—Jdz ((-R(z) = P(z)) A (Q(z) = R(x)))

n

Vo (P(z) = Q(x)) A =3y R(y)

enakovredni.

Resitev.

—3x ((-R(z) = P(x)) A (Q(x) = R(x))) ~

oun

N—

~— -~ TN

~—



4. Koliko stevil je na celostevilskem intervalu [51..1500], ki so deljiva s 15,
niso pa deljiva niti s 23 niti s 35.

Resitev.
Naj A, pomeni mnozico §tevil iz intervala [51..1500], ki so deljiva z n.

Potem velja:
1500 50
= 1517
n n

|Ay5 \ (Aog U Ass)| =7

[zracunati moramo:

Pa izracunajmo:

|Ais \ (A2z U Ass)| = |Aus| — [A1s N (Axg U Aszs)|
= |As] — [(A15 N A2z) U (A5 N Ass)|
= [Ass| — (|A1s N Ags| + [ A5 N Ass| — |Ars N Az N Ass))
= |A1s] — |Asas| — | Aros| + |A241s)
=97T—-4—-1440="79.



1. kolokvij iz Diskretnih struktur — UNI
Ljubljana, 28. november 2005

1. (a) Pokazi, da velja pravilo sklepanja RE (resolucija):
AVB,-BvVC = AvC.

(b) Samo z uporabo pravila RE, enakovrednosti izjavnih izrazov in morebit-
nega dodajanja tavtologij med predpostavke dokazi sklep

p=(@=r),p=>-1rtVs=q E t=p.
Ce dokazete sklep z uporabo drugih pravil sklepanja, dobite zgolj
polovico tock!
2. Dan je trimestni logi¢ni veznik
A(p,q,7) ~ pV—qg&r.
(a) Kateri od naslednjih naborov so polni:
Ay {4 ) {40}
(b) Naj bo Ay =—pin A, = A(p, A1, A1), n > 1. Izracunaj Ay.
3. Naj bodo A, B in C' dane mnozice in naj bo X neznana mnozica. Ugotovi,
kdaj je spodnji sistem enach resljiv in poiSci vse njegove resitve.
XUA=BnC,
XNB=AUB.
Ce sistema ne znate resiti, poiséite vsaj ¢imveé zvez, ki veljajo ali morajo

veljati med mnozicami A, B,C in X, ¢e naj ima zgornji sistem resSitev.
Lahko si pomagate tudi z Vennovimi diagrami.

4. Pokazi, da sta predikatni formuli
vavy ((P(y) = Ry, z)) V Q(z))
in
vV (Jy (R(z,y) | Qy)) = —~P(x))

enakovredni.
Ali je prva formula enakovredna formuli VyVz ((P(z) = R(z,y)) vV Q(y))?

Cas resevanja je 90 minut. Vse naloge so enakovredne. Dovoljena je uporaba
enega lista A4 z obrazci.

Odgovore dobro utemelji!

Rezultati bodo dostopni na matematika.fri.uni-1j.si in na oglasni deski za
matematiko na FRI. Obenem bo objavijen tudi termin, namenjen ogledu
1zdelkov in morebitnim pritoZbam na rezultate.



1. kolokvij iz Diskretnih struktur — UNI
Ljubljana, 24. november 2006

1. Ugotovi, ali je naslednji sklep pravilen ali napacen:
q=p, (U=v)ep t=qVs (l=s)=vVqeg E u=v
Poiséi protiprimer ali zapisi dokaz.
2. Dan je trimestni logicni veznik
B(p,q,7) ~ pV(gn-r).

(a) Katere izmed naslednjih izjav lahko izrazimo samo s pomocjo logicne-
ga veznika B:
-», Vg, plq.

(b) Kateri od naslednjih naborov so polni:
{B}, {B, -}, {B, 0}, {B,0,1}.
(¢) Naj bo
Ao(p) =-p In An(p) = B(=Au-1(p), p, An-1(p)), n = 1.
Izracunaj Asgs.
3. Dolodi izjavo I tako, da bo izjava
(A= (BlO) Yl (B&sO)TA
tavtologija. Dobljeno izjavo ¢imbolj poenostavi!
4. Pokazi, da sta predikatni formuli
Vo Vy (32 (P(z,2) A P(z,y)) = P(z,y))
in
VyVz (P(z,y) = Yz (P(y, z) = P(z,2)))

enakovredni.

Cas resevanja je 90 minut. Vse naloge so enakovredne. Dovoljena je uporaba
enega lista A4 z obrazci.

Odgovore dobro utemelji!

Rezultati bodo dostopni na matematika.fri.uni-1j.si Obenem bo objavijen
tudi termin namenjen ogledu izdelkov in morebitnim pritoZbam na rezultate.



1. kolokvij iz Diskretnih struktur
Ljubljana, 30. november 2007

1. Ugotovi, ali je naslednji sklep pravilen ali napacen:
—s=gq, sV-t, —=(sVr), (gA-p) =t E pA-r

Zapisi dokaz ali poiSc¢i protiprimer.

2. Logicni veznik A je definiran z A(p,q,7) ~p = (¢ < 1).

(a) Pokazi, da lahko samo z uporabo logi¢nega veznika A zapisemo logi¢no
konstanto 1.

(b) Kateri izmed naborov {A}, {A,1}, {A,0} in {A, =} so polni?

(¢) Zaporedje A, je definirano rekurzivno z

A ~ 0,
Al ~ P,
An ~ A(An—2a An—lap) zamn > 2.

Izraéunaj A2007.

3. Pokazi, da sta predikatni formuli

Vady (P(y) = (R(z,y) = Q(2)))
Jr (Vy R(x,y) A —=Q(x)) = Iz -P(z)
enakovredni.

4. Naj bodo A, B, C dane mnozice. Kdaj je resljiv sistem

XNA = ANB
XUC = B\ A

Ce je sistem resljiv, kaksna je njegova resitev?

Odgovore dobro utemelji!

Cas resevanja je 90 minut. Vse naloge so enakovredne. Dovoljena je uporaba
enega A4 lista z obrazci. Rezultati bodo dostopni na ucilnica. fri.unt-17.sz.



Resitve 1. kolokvija iz Diskretnih struktur
Ljubljana, 28. november 2008

1. Dan je tromestni logicni veznik A(p,q,r), ki vrne 1 natanko tedaj, ko sta
natanko dva od argumentov enaka 1.

(a) Zapisi veznik v obliki izraza.

(b) Pokazi, da nabori {A}, {A,0}, {A, A} niso polni.

(¢) Pokazi, da sta nabora {A,=}, {A, 1} polna.

(d) Dano je zaporedje: Ay ~ p, Ay ~ q, Ay ~ A(Ap—1, An—2,1). Izracunaj
As00s-

Resitev:

(a) Izraz za veznik enostavno sestavimo v disjunktivni normalni obliki:
AP, q;7) ~ (P AGA=T)V (P A=gAT)V (Zp AgAT).

(b) S pomocjo zgornje formule hitro preverimo, da je A(p,p,p) ~ 0, kar
med drugim pomeni, da veznik A ohranja niclo, zato {A} ni poln
nabor. Podobno oba veznika hkrati, A ter konjunkcija, ohranjata niclo,
zato katero koli konstrukcijsko drevo sestavljeno s pomocjo veznikov
v naboru {A, A} in spremenljivke p ne more predstavljati negacije —
ne moremo sestaviti formulo za negacijo. Podoben argument velja za
nabor {4, 0}.

(c) A(p,p,p) ~ 0, zato lahko z naborom { A, =} izrazimo nabor {0, =}, ki
je poln. Opazimo se: A(1,1,p) ~ —p, ter A(p,q,0) ~ A(p,q, A(p,p,p)) ~
p A q. Tako lahko z naborom {A, 1} izrazimo nabor {—, A}, ki je poln
nabor.

(d) Opazimo: A(p,q,1) ~ p Y q. Racunamo:
Ag~p
Ay ~q
Ay ~q¥p
Az~ (q¥p)¥Yq ~p
Ay~ p¥(g¥p) ~q
As~q¥p

Opazimo:
o A3, =p,zat €N,
o A3;1=q,zai €N,
e A3, o=qVp, zaieN.
Stevilo 2008 ima pri deljenju s 3 ostanek 1, zato je Asgos = q.



2. Ugotow, ali je naslednji sklep pravilen ali napacen:

rvs=rANq, rVsVi, —-pAt=r

Zapist dokaz ali poisci protiprimer.
Resitev:

Sklep
rvs=rANq, rVsVt, —pAt=rT

je po RA ekvivalenten sklepu:

rvVs=rAq, rVsVt, —pAt=r,

Dokazimo, da je sklep pravilen:

rvVs=rANq

rVsVi

“pAtL=T
“(pVgAT)~=pA=(gAT)
—-p

—(gAr)
—(rvs)~-rA-s
rvsVit~ (rvs)Vt

© 00N OtE W=

13. rA—r~20

= pVagAr.

=pVagAr

~(pVgAr) 0.
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MP(ll, 3)
Zd(12 )



3. V podrocju pogovora celih stevil definiraj ustrezne predikate in formaliziraj
naslednje izjave:
(a) Vsako celo stevilo lahko pisemo kot vsoto dveh celih stevil.
(b) Vsako celo stevilo je vsota dveh razlicnih celih stevil.
(c) Vsaki celi stevili imata enoli¢no/natancno dolo¢eno vsoto.
Pozabimo na podrocje pogovora. V predikatnem racunu nam veckrat prav

pride tudi ekskluzivni eksistencni kvantifikator 3! — izraz 3w P(x) prebe-
remo kot “Obstaja natancno en x, za katerega velja P(x).”

(d) Izrazi 3! samo z uporabo obicajnih kvantifikatorjev 3 in ¥V tj. zapisi
formulo, ki ne uporablja 3! in je enakovredna formuli 3xP(x).

Lahko si pomagas s tockami (a), (b), (c).
Resitev:

Najprej bi lahko definirali ustrezne predikate,

E(z,y) pomeni: x in y sta enaka (1)
V(x,y,z) pomeni: vsota z-a in y-a je enaka z (2)
toda veliko bolj naravno je namesto F(x,y) pisati x = y in namesto

V(z,y,2) pisati  +y = 2. Ce torej v spodnjem razmiiljanju koga moti
zapis z znaki kot so + in =, naj zapise preoblikuje z uporabo predikatov
EinV.

(a) Izjavo
Vsako celo stevilo lahko pisemo kot vsoto dveh celih Stevil.
lahko enakovredno preberemo kot

Za vsako celo stevilo x obstajata taksni celi stevili u in v, da je
T vsota u-ja in v-ja.

in formaliziramo, upostevaje, da je podrocje pogovora mnozica celih

stevil, v
Vedudv(u+v = x)
(b) Izjavo
Vsako celo stevilo lahko pisemo kot vsoto dveh razlicnih celih
stewvil.

lahko razumemo kot zgornjo, le da morata biti v in v razli¢na:
Veduv(u+v =z Au # v)

(¢) Izjavo

Vsaki celi $tevili imata enolicno/natancno doloceno vsoto.



razumemo takole:

Vsaki celi Stevili u in v lahko sestejemo, tj. obstaja njuna vsota
r = u+ v, in ne obstaja drugo celo Stevilo (drugo ...razlicno
od x) ki bi bilo ravno tako enako vsoti §tevil u in v.

Formalen zapis:
Vuvvde(z =u+vA-Jy(ly Zx ANy =u+v))

(d) Za zadnjo alinejo naloge lahko opazimo, da lahko kot lastnost celega
Stevila interpretiramo moznost, da je taksno celo stevilo vsota izbranih
Stevil u in v. To pomeni, da lahko ekskluzivni eksistencni kvantifikator
opisemo takole:

ANz P(x) ~ Jx(P(x) AN —=Fy(y # A P(y)))



4. Naj bodo A, B, C' dane mnoZice in naj bo X neznana mnozica. Ugotoui,
kdaj je spodnji sistem enacb resljiv in poisSci vse njegove resitve

(A+B)NX = AuC
XUB = AnC.

Resitev:

Iz prve enacbesledi A C X, C C X, izdrugepa X C A, X CCin B CA.
Skupajje X = A= C. Ker je B C A, lahko poenostavimo A+B = ANBY,
Prva enacba se prepise v AN B¢ = A. Ce zadnjo enakost presekamo z B,
dobimo ) = AN B = B.

Pogoji za resitev so A = C' in B = (), resitev pa je X = A. Zadostnost
pogojev in resitev je potrebno preveriti:

(A+B)NX = (A+0)nA=A
AuC = AUA=A

XUB = AuUupp=A
ANC = ANA=A



