1. popravni kolokvij iz Osnov matematicne

analize
(Ljubljana, 27. 1. 2016)

Cas resevanja: 90 minut. Naloge so enakovredne. Preberi celotno besedilo
vsake naloge. Dovoljena je uporaba dveh listov velikosti A4 z obrazci.
Rezultati bodo objavijent na uctlnica. fri.unt-17.sz.

Vse odgovore dobro utemelji!

1. Poisci vse resitve z € C enache
T =243,
ki zados¢ajo tudi enachi
r4=0.
Resitev: Resimo najprej enacho
2= —4 = 4e™

kjer —4 zapiSemo v polarni obliki s pomoéjo |—4| = 4 in arg(—4) = .
Cetrte korene lahko potem izrazimo kot
1 mi42kmi

o =41 1T = \[26%*%”, za k=0,1,2,3

Ce to Se naprej poracunamo (Se lazje je, ¢e si enostavno narisemo),

dobimo
21 = 142
2o = —1+4+1
Z3 = —1—1
24 = 11—z

in lahko direktno preverimo, da za z; in z4 velja tudi 2Z = 2z + Z.
Resitve enacbe 2z = z + 7z lahko tudi nazorno opisemo, ¢e zapiSemo

2z = x + 1y in dobimo

2 2

rT 4y =2



Ce to preoblikujemo, dobimo
4yt —20+1=1
(z— 1) +y* =1
iz ¢esar vidimo, da je mnozica reSitev kroznica s polmerom 1 in sre-

dis¢em v zp = 1. Tudi na ta nacin lahko vidimo, da z; in z4 resita to
enacho, ker lezita na tej kroznici.

. Zaporedje a,, je definirano z zacetnim ¢lenom in rekurzivno formulo

CL1:5
2

2—a,

ap+1 = 5+
zan > 1.

(a) Izracunaj as in as.

(b) Poisci kandidate za limito zaporedja a,,.

(¢) Z indukcijo pokazi, da je zaporedje a,, omejeno navzdol s 4, nato
pa Se, da je zaporedje padajoce. Kaj je limita?

(d) Kaj pa je limita v primeru, da bi za zacetni ¢len vzeli a; = 37
Resitev:

(a) as = 13/3, a3 = 29/7.

(b) Resujemo enacbo
2

2—a
Ce pomnozimo enacbo z 2 — a, dobimo kvadratno enac¢bo z resi-

a=>+

tvama a; = 3 1n ay = 4.

(¢) Najprej z indukcijo dokazimo, da je a, > 4. Baza indukcija
a; = 5 > 4 je ze dana. Indukcijska predpostavka je a, > 4. Iz
tega sledi

2—a, < —2
Ce nenacho delimo 7 2 — a,, se neenacaj obrne (ker je 2 — a,, po
indukeijski predpostavki negativen) in dobimo
—2
2—a,

1>



Ce enacho Se pomnozimo z —1 in pristejemo 5 dobimo

4 <5
- Jr2—an

kar pomeni, da je a,.1 > 4, s ¢imer smo dokazali indukcijski
korak.

Se dokaz, da zaporedje pada: dokazujemo neenacbo a,.1 < a,.
To je ekvivalentno

5+

< a
2—a, —

Ker ze vemo, da je 2 — a, < 0, je to ekvivalentno

(5 +

5o an)(2 —ay) > a,(2 — ay)

To neenacbo lahko poenostavimo v
(a, —3)(a, —4) >0

Na levi strani je kvadratna funkcija a,, ki je pozitvna natanko
takrat, ko je a, < 3 ali a, > 4 (vemo pa, da je a, > 4). Z
dokazom, da je zaporedje omejeno navzdol s 4 in padajoce, je
dokazano, da a, ima limito. Ta je lahko edino 4.

(d) Ce je a; = 3, je tudi as = 3 in enako za vse nadaljnje clene.
Limita je torej 3.

3. Podjetje bi rado izdelovalo posode valjaste oblike brez pokrova. Ka-
kSno mora biti razmerje med viSino posode v in polmerom osnovne
ploskve r, da bo da bo pri dani povrsini S posoda imela najvecjo
mozno prostornino V7

Resitev: Povrsina valja brez zgornje ploskve je
S = mr® + 21w,

prostornina pa

V = mr
Volumen moramo zapisati kot funkcijo ene spremenljivke (pri uposte-
vanju, da je S konstanta), ki jo bomo lahko maksimizirali. Izrazimo

lahko v iz formule za S



in to vstavimo v formulo za V. Dobimo

(S — mr? 1
Vi(r)= (2777“ ) = 5(57“ — 7r?)

Odvod je |
V'(r) = 5(S — 3mr?)

Enacba V'(r) = 0 ima samo eno pozitivno resitev

S
r=4/—
37

Ce to vstavimo v formulo za v in poracunamo, dobimo tudi

S
v— 1] 2

3

Torej je optimalno, ¢e vzamemo v = r, oz. razmerje v : 7 =1: 1.

. Poiséi ortogonalne trajektorije na druzino elips

3:.2

2
3 Y

Resitev: Najprej moramo poiskati diferencialno enacbo, ki ima za

reSitev druzino krivulj

332

2
3 Y

To ponavadi najlazje storimo, ¢e iz enacbe izrazimo konstanto (kar
imamo Ze narejeno) in odvajamo po x. Pritem razumemo y kot funk-
cijo y = y(x), torej moramo posredno odvajati tam, kjer naletimo na
funkcijo y-a. Dobimo
2T ,
— +2yy =0

3
(Lahko za vajo preverite, da je sploSna resitev te enache res zgornja
druzina elips). Da dobimo diferencialno enacho, ki dolo¢a ortogo-
nalne trajektorije na nase elipse, moramo v enachi ¢’ zamenjati z

—1/%y. Dobimo
2x Y
— —2==0
3 Y



Ce malo obrnemo enac¢bo, imamo

y 3
Y o
oziroma
dy dx
-7 3
Y T

Enacho intergriramo in dobimo
logy = 3logz + log C = log (Cz?)

1z Cesar sledi
y = Ca’

Resitev je torej druzina kubnih parabol, ki gre skozi izhodisce (0, 0).



