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Poglavje 4
Odvod

4.1 Definicija odvoda

Naj bo funkcija f definirana na intervalu (a,b) in zy tocka s tega intervala.
Vzemimo stevilo h, dovolj majheno, da je tudi zo + h € (a,b) in

Ay = f(zo+h) — f(xo)
prirastek funkcijske vrednosti. Diferencni kvocient funkcije f v tocki xg

flao + h}i — f(@o) _ Y — plan, 1)

pove, kako hitro se v povpre¢ju spreminja vrednost funkcije f med tockama
To + h in zg.

Definicija 4.1.1. Funkcija f je v tocki xg odvedljiva, ce obstaja limita
diferen¢nega kvocienta:

F(x0) = lim f(xo +h) — f(o)

h—0 h ’

ki ji pravimo odvod funkcije f v tocki xg.

Odvod f’(x¢) meri hitrost, s katero se vrednost funkcije spreminja v blizini
tocke xg.
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104 POGLAVJE 4. ODVOD

Primer 4.1.1. Izrac¢unajmo odvode funkcij:
1. Za funkcijo f(z) = 2? je diferen¢ni kvocient enak

h2_ 2
@(z,h)z%z2x+h.

Njegova limita obstaja v vsaki tocki z in je enaka

f/(ff) = }Lli% 90(26, h) = 2.

2. Vzemimo f(x) = sinz. Potem je

sin(z + h) —sinx

h) =
o(w, h) .
B sinx cosh + cosxsinh — sinx
a h
n
cosh —1 sin h
li h) = sinzlim ——— lim —
lim o(x, h) sinz im —— —— + cos z lim
) . cosh—1
= ginzlim —— 4+ cosz.
h—0 h
[zrac¢unajmo posebej limito:
. cosh —1 ’ cosh—1 cosh-+1
im —— = lim .
h—0 h h—0 h cosh—+1
—sin’h

lim ——M—

sy h(cosh + 1)
I sin h sin h
- h1—>mo h cosh+1
= <_1) 5 =0,

[\ ]

torej je

f(z) = }lliir(l)go(x, h) =sinz -0+ cosx = cosz.
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Diferencni kvocient je enak tangensu kota, ki ga premica skozi tocki
(o, f(x0)) in (zg + h, f(xo + h)) na grafu oklepa s pozitivnim delom osi
x, torej smernemu koeficientu te premice. Ko h — 0, ta premica (sekanta
grafa) drsi proti tangenti. Funkcija je odvedljiva v tocki xy natanko takrat,
kadar ima njen graf v tocki (xo, f(zo)) tangento, odvod f’(zg) pa je smerni
koeficient te tangente.

y
T (%1, )1)
To (%0 % M
h
B 7 X

Slika 4.1: Odvod funkcije

Lahko se zgodi, da v kaksni tocki limita diferencnega kvocienta sicer ne
obstaja, obstaja pa leva limita:

fl(iUo—O):]lli/néﬂxoth})l_f(on).

Taka funkcija je v tocki x¢ odvedljiva z leve, limita je levi odvod funkcije v
tocki xy. Ce obstaja desna limita:

(o +0) = i TR ER =T (20),

je f v tocki xg odvedljiva z desne, limita pa je desni odvod funkcije v tocki
Zo-

Funkcija f je v tocki xy odvedljiva natanko tedaj, kadar levi in desni
odvod obstajata in sta enaka.
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Primer 4.1.2. Odvedljivost funkcij:
1. Naj bo f(x) = |z|. V tocki zo = 0 je levi odvod enak
/ TN ] R
FO=0=Im% = =0
desni odvod pa je
) R ] R
f(0+0)—}111{% - —}l:{{l})h—l.

Funkcija v tej tocki ni odvedljiva. To se na grafu funkcije pozna tako,
da je v tocki xy graf prelomljen.

y

N

Slika 4.2: Zvezna funkcija, ki ni odvedljiva, je pa odvedljiva z desne in z leve

Splosno velja: ¢e je levi odvod v neki tocki razlicen od desnega, graf
funkcije v tej tocki nima tangente. Ce se tocki priblizujemo z leve, drsi
sekanta grafa proti premici s smernim koeficientom f’(zo—0) (vcasih ji
pravimo leva tangenta). Ce se priblizujemo z desne, drse sekanta proti
premici s smernim koeficientom f’(zo 4+ 0) (proti desni tangenti). V
tocki A(zo,yo) se graf funkcije prelomi.

2. Funkcija

xsin% ;. #0
ﬂ@:{ 0 ;=0

je v tocki o = 0 zvezna, saj je

lim x sin — = 0,
z—0 x
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vendar ni odvedljiva, saj limita

. f(h)y—f(0) . hsin(l/h) .
M T T,
ne obstaja. Funkcija ni odvedljiva niti z desne niti z leve. Graf v tej

tocki nima ne leve ne desne tangente. [ ]

Slika 4.3: Graf funkcije f(x) = zsinl/x; f je v tocki 0 zvezna, vendar ni
odvedljiva niti z leve niti z desne

Kot kazeta funkciji v primeru 4.1.2, obstajajo funkcije, ki so zvezne, pa
niso odvedljive. Obratno se ne more zgoditi:

Izrek 4.1.1. Ce je funkcija v neki tocki odvedljiva, je v tej tocki tudi zvezna.

Dokaz. Naj bo funkcija f odvedljiva v tocki xy. Ker je

f(wo +h) = f(wo)
. ,

je tudi
lim f(z +h) = f(z0) + 0 f(w0) = f(o)

in, zaradi izreka 3.2.3, je funkcija f zvezna v x;. U

Na podoben nac¢in dokazemo, da je funkcija, ki je v neki tocki odvedljiva
z desne (ali z leve), tudi zvezna z desne (ali z leve).
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Definicija 4.1.2. Funkcija f je odvedljiva na odprtem intervalu (a,b), ¢e je
odvedljiva v vsaki tocki = € (a,b). Na zaprtem intervalu [a,b] je odvedljiva,
¢e je odvedljiva v vsaki tocki z € (a,b) in ¢e v levem krajiscu a obstaja desni
odvod, v desnem krajisc¢u b pa levi odvod.

Iz izreka 4.1.1 sledi, da je funkcija, ki je na nekem intervalu odvedljiva,
na tem intervalu tudi zvezna. Njen odvod f'(x) je tudi funkcija, definirana
na tem intervalu.

4.2 Pravila za odvajanje

1. Konstantna funkcija f(x) = C je odvedljiva v vsaki tocki, njen odvod
je:

i LEHR) —f@) _p C—C
h—0 h h—0

2. Identi¢na funkcija f(x) = z je odvedljiva v vsaki tocki, njen odvod je:
h) —
f(a) = lm TR 2

=1.
h—0 h

3. Ce sta f in g odvedljivi funkeiji, sta odvedljivi tudi vsota f + ¢ in
razlika f — g in velja:
(f+9)=f+g In (f-g'=[f—4g"
Dokaz. Naj bo F' = f 4 g. Diferen¢ni kvocient funkcije F' v tocki z je
Fleth) - F(@) Jleth) - f(@)  glz+h)—g)

h h h
V limiti, ko h — 0, leva stran konvergira proti F’(z), desna pa proti
f'(x) + ¢'(z). Podobno velja za odvod razlike. O

V posebnem primeru, ko je g konstantna funkcija, od tod sledi:
(f+C)y=1r.
Pravila za odvajanje vsote lahko posplosimo na vsoto n funkcij:

ittt fu) =fit 41
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4. Produkt odvedljivih funkcij f in g je odvedljiva funkcija in velja

(f9) = f'9+ 4"
Dokaz. Naj bo F' = fg. Diferen¢ni kvocient za funkcijo F' je

Fleth) - F(x)  flezt+h)glx+h) - fx)g(z)

h h

FEE D =IO o0+ (o)

gz +h) —g(x)
; :

Ko h — 0, konvergirata ulomka proti f'(z) in ¢'(x), g(z + h) pa proti
g(z). B

Ce je ena od funkcij konstanta, iz tega pravila sledi:
cf)y=cf.

Tudi pravilo za odvod produkta dveh funkcij lahko posplosimo na pro-
dukt vec funkcij:

(fr-forfu) = fiforfat fifs ot At fifor 1
Primer 4.2.1. Najbon € Nin f(x) =2" =x-x---z. Potem je

f/(!E):1-:E---:E+:E-1---ZE+---+:E-1‘---1:nxn_l.

5. Kvocient f/g dveh odvedljivih funkcij f in g je odvedljiva funkcija v
vsaki tocki, kjer je g # 0, in velja

(i)/ _f9—1d
g 9

Dokaz. Diferencni kvocient za funkcijo f/g je

L(flx+h) flo)\
h (g(w+h) N g(w)) a
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Ko gre h — 0, konvergirata ulomka v stevcu proti f'(z) in ¢'(z), g(z+h)
pa proti g(z). O

Primer 4.2.2. Izracunajmo odvode

(1) Odvod potence z negativnim eksponentom:

1
flx)=2"=—, neN:
xn
0-2"—1- nz"! n
/ _ _
f ($) o xr2n o _:L,n—l—l :
(2) Odvod racionalne funkcije:
2 +1

() = 2¢0(2® — 1) —32*(2* +1)  —a' —32* — 22
e (% — 1)2 T @1

6. Ce je funkcija u(z) odvedljiva v tocki xy in funkcija f(u) odvedljiva v

tocki ug = u(zo), je sestavljena funkcija (fog)(z) = f(g(z)) odvedljiva
v tocki x in je

(f (u(@o)))" = f'(uo) - u'(wo). (4.1)

Dokaz. Izra¢unajmo diferencni kvocient v tocki =g za funkcijo F'(x) =

[ (u(z)):

F(xo+h) — F(xo)  f(u(wo+h)) — flu(w))
) = P . (4.2)

Naj bo
k= u(xo+ h) — u(x).
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Ker je u odvedljiva v tocki xg, je tudi zvezna, in zato je

}lllir(l)k = llmlﬂ%[u@o + h) — u(zo)] = 0.

Od tod sledi:
Fzo+h) — F(zo) _ f(uo+ k) — f(ug) ulzo+ h) — u(w)
h

h k
V limiti, ko h — 0, gre tudi £ — 0 in dobimo enacbo (4.1). O

Primer 4.2.3. Vzemimo, funkcijo f(x), katere odvod poznamo. Izra-
¢unajmo odvod funkcije g(x) = f(z — a) (tj. funkcije, ki jo dobimo, ¢e
f premaknemo za a vzdolz osi ). V tem primeru je g(z) = f(u(x)),
kjer je u(z) = x — a, in u/(z) = 1, torej

g'(z) = fllu@)'(z) = f(u(z) = f(z—a).
V primeru 4.1.1 smo izracunali, da je (sinz) = cosz. Zaradi
, T
COS T = sln (x + —) ,
2
je
/
(cosx) = <sin <a: + g)) = cos (az - g) = —sinuz. (4.3)

7. Naj bo f injektivna funkcija, tako da obstaja njena inverzna funkcija
7L Ce je f odvedljiva v tocki x in je f'(z) # 0, je f~! odvedljiva v
tocki y = f(z) in velja:

1
f'()
Dokaz. Ker sta si funkciji inverzni, je F(z) = f~!(f(z)) = z. Odvod

funkcije F'(x) = x je enak 1, iz pravila za posredno odvajanje sledi:

1=F(2)= (") f(z)

(f W) : (4.4)
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Primer 4.2.4. Potenca 2", n > 1 je odvedljiva funkcija, njen odvod je (z")" =

naz" ' # 0 za vsak x # 0, zato je tudi njej inverzna funkcija f~'(y) = y*/™
odvedljiva v vsaki tocki y = 2™ # 0 in velja

1 1 1 1 s

1/71 / frng g g _ —
(y ) (xn)/ nxn—1 n(yl/n)nfl ny

Ce je p/q poljubno racionalno stevilo, je /9 = (x/9)P, in po pravilu za
posredno odvajanje je

(zP/1) = p(z/ )L lxl/q—l _Povia—1 (4.5)

q q
Formule, ki smo jih dobili v primerih 4.2.1 in 4.2.2 so samo posebni primeri
tega splosnega pravila. [ ]

4.3 Odvodi elementarnih funkcij

Odvod eksponentne funkcije

(a®) = a"loga (4.6)
Dokaz. Ker je
a:erh_ah B mah_l
no T
je odvod enak

a — 1
J:/: xl .
(a%) I h

Da bi izracunali zgornjo limito, definirajmo novo spremenljivko s predpisom
t = a" — 1. Zanjo velja t — 0 obenem ko h — 0. Ker je h = log(1+1t)/loga,
je

(4.7)

ah—l_ tloga log a
h o logl+t log(l+t)/t

torej je v limiti
oah—1 loga
lim

= - l
h—0 h lim, o log(1 + ¢)1/¢ e

(glej primer 3.2.7). Ko to vstavimo v enacbo (4.7), dobimo (4.6). O
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Posebno preprosta je enacba (4.6) v primeru, ko je a = e, saj je
(ex)l — ex.

Odvod logaritemske funkcije

1

1 ' = 4.8
(log, ) = o~ (43)

Dokaz. Ker je logaritem y = log, x definiran kot inverzna funkcija potence
r =a’, je

() 1 1 1
€T) = == — .
4 2(y)  avloga xloga
0
Poseben primer tega pravila je odvod naravnega logaritma
1
1 =,
(log ) = —
Odvod potence
(") = ra" ! (4.9)

Dokaz. Odvod potence z" z racionalnim eksponentom r smo ze izracunali
v primeru 4.2.4. Veljavnost formule (4.9) za realen eksponent dokazemo tako,
da potenco, zaradi 2" = €"'°6%_ odvajamo kot posredno funkcijo:

(xr)l — (erlogm>l — erlogm(,r lOg.’L‘)/ — xri — Tl’ril.
x
]
Odvodi kotnih funkcij

(sinz) = cosx (4.10)
(cosz) = —sinx (4.11)

1
tgx) = =1+ tg? 4.12
(tg ) g Lttee (4.12)

—1
(ctgx) = = —(1+ctg’z) (4.13)
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Dokaz. Formulo (4.10) smo dokazali ze v primeru 4.1.1, formulo (4.11)
pa v primeru 4.2.3.

Odvod funkcije tgx = sinx/ cos x dobimo s pravilom za odvajanje kvoci-
enta

cos? x cos?x’

. / .
sinx cos? x + sin’z 1
Cos T

gy = (

Enako izpeljemo tudi formulo za odvod funkcije ctgx = cosx/sinx

(cte z)’ (cosx)’ —cos?x —sin®z —1
C X — == = .
& sin sin? x sin? z
U
Odvodi ciklometri¢nih funkcij
1
(arC sin l’)l = \/17_73;2 (414)
1
(arccosz) = Vi (4.15)
1
(arctgz) = a2 (4.16)
1
(arcctgz) = 1Ti a2 (4.17)

Dokaz. Formulo (4.14) dobimo z uporabo pravila za odvod inverzne funk-
cije:
1 1
(arcsinz) = — — _
(siny)  cosy

Ker je cosy = \/1 —sin?y za vse y € [~7/2,7/2], dobimo
1
V1—a?

Formulo (4.15) dobimo najenostavneje, ¢e odvajamo identiteto

y' = (arcsinz) =

. m
arcsinx + arccosxr = 5

in dobimo !

V1—22

+ (arccosz)" = 0.
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Za odvod funkcije arctg uporabimo pravilo za odvod inverzne funkcije:

(arc tg )’ 1 9 1 1
arctgx) = = cos*y = = .
& (tgy) Y 1+tgy 1+ a2
Odvod funkcije arc ctg dobimo podobno. O

Odvodi hiperboliénih funkcij

(shz) = chz (4.18)
(chz)" = shx (4.19)
(thz) = ch12 - (4.20)
(cthz) = 5;213; (4.21)

Dokaz. Formule (4.18-4.21) dobimo s pomoc¢jo pravila za odvod posredne
funkcije in definicije hiperboli¢nih funkcij. O

Primer 4.3.1. S pomocjo pravil za odvajanje in tabele 4.1 lahko izracu-
namo odvod vsake funkcije, ki je sestavljena le iz teh elementarnih funkcij.
Naredimo nekaj zgledov:

1. Racionalno funkcijo

odvajamo kot kvocient

3(* —2) —2z(3x+1)  32*+22+6
(2 — 2)? B (22 —2)2 7’

fl(2) = 2] # V2.

2. Odvod kvadratnega korena poljubne odvedljive funkcije
y = +/ f(x) dobimo po pravilu za odvajanje posredne funkcije

= 5@ =
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funkcija odvod opomba
z" ra’ ! relR
a” a”loga a>0
e’ e’
log, x L a>0,x>0
a xloga
log x % x>0
sin x COosS T
Cos T —sinx
1 1
tgx s e v# (k+3)m
—1
ctgx 2 x # km
: 1
arcsinz —— —-1<z<1
V1—2? -
—1
arccos x —— —-1<x<1
V1—2? -
1
arctgx 1522
—1
arcctgx 1T 22
sh x chz
chz sh x
1
th
* ch?
—1
th 0
cthx 2 x #
Tabela 4.1: Odvodi elementarnih funkcij
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3. Funkcijo y = sinv/1 + 22 odvajamo kot posredno funkcijo
/
y = cosV1+ a? (\/1+x2> =

(1+ 22) x
cosV14+ 12— =cosV1+ 12———.
2v/1 + 22 V14 22

Doloéimo Se vrednost odvoda za x = 1:

y'(1) = % cos V2.

4. Tudi funkcijo y = log(z + vz? 4+ a) odvajamo kot posredno funkcijo.
Naj bo u = z + V22 + a,y = log u, pa dobimo
Vs
r+Vri+a Valt+a

y' = (logu)'v =

5. Algebrai¢no funkcijo, ki jo doloca implicitna relacija
4o — 5xy + 2% —3x + 4y — 6 =0, (4.22)
najenostavneje odvajamo tako, da enacbo (4.22) odvajamo po spre-
menljivki x in pri tem upostevamo, da je y odvisen od x:
8x — by — by’ +4yy — 3+ 4y =0,
od koder dobimo odvod
) = 8r — dy — 3_
or —4dy —4
6. Funkcijo y = z” najlaze odvajamo tako, da jo najprej logaritmiramo
logy = xlog x,
nato pa pri odvajanju upostevamo na z upoStevamo, da je logy po-

sredna funkcija spremenljivke z, torej

/

y—zlogx+1
Y

in od tod
v =y(l+logz) = 2"(1 +logx).
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4.4 Diferencial

Naj bo funkcija f odvedljiva na intervalu (a,b), tocki z in x + Az na tem
intervalu in Ay = f(z + Az) — f(x) sprememba vrednosti funkcije f, ko se
x spremeni za Az. Odvod f'(x) lahko zapisemo kot

o) =t 1T AT = F(@)

Az—0 Ax Az—0 Ax

Razlika med odvodom in diferen¢énim kvocientom

A
n= A—i—f/(flf)

gre proti 0, ko Az — 0. Prirastek funkcijske vrednosti
Ay = f'(x)Az + nAx
je torej pri majhni spremembi Az priblizno enak
Ay =~ f'(z)Ax.

Obicajno pisemo Ax = dx, izrazu

pravimo diferencial funkcije f(x).
Odvod se z diferencialom izraza kot

/ ) dy
flla)=y' ="
Ta zapis za odvod ima nekaj prednosti, saj je neposredno razvidno, po kateri
spremenljivki odvajamo, pa tudi nekatera pravila za odvajanje se v tej obliki
pregledneje zapisejo. Na primer, pravilo za posredno odvajanje zapiSemo: ¢e
ey = f(u) in u=u(), jo

dy dy du

dr  du dz’

pravilo za odvod inverzne funkcije x = f~!(y) pa kot
dr 1
dy  dy/dz’
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y
D/
Cny
A dy
a B
X h=dx x+h X

Slika 4.4: Diferencial funkcije

S slike 4.4 vidimo, da je sprememba neodvisne spremenljivke enaka AB =
h, prirastek funkcijske vrednosti BD = Ay in diferencial enak BC = 3/ dx =
dy. Diferencial funkcije v doloceni tocki je enak spremembi ordinate tangente
na graf funkcije v tocki A pri spremembi abscise za dx. S slike tudi vidimo,
da se pri odvedljivi funkciji Ay in dy razlikujeta tem manj, ¢im blize lezita
tocki A in D oz. ¢im manjsa je sprememba dx neodvisne spremenljivke.

7 diferenciali si mnogokrat pomagamo pri racunanju pribliznih vrednosti
funkcij, saj velja

flx+de) = f(x) + Ay ~ f(z) +dy = f(z) + ['(x) dz.

Primer 4.4.1. Izracunajmo priblizno vrednost potence (1.02)'?. Zanima nas
vrednost funkcije z'? v tocki 1.02 = 1 + 0.2

FO+02)=f(1)+ f/(1)-0.02=1+12-0.02 = 1.24.

Rezultat, ki smo ga dobili, si lahko razlagamo takole: pri povprecni mesecni
inflaciji 2% je letna inflacija priblizno enaka 24%. Vendar je tak priblizek
uporaben samo, ¢e je dr majhen (tj. pri majhni mesecni inflaciji). Vecji ko
je dx, vecjo napako smo pri aproksimaciji naredili, tako da pri velikih vredno-
stih dx priblizek s pravo vrednostjo nima ve¢ nobene prave zveze (v nasem
primeru smo ze v obmocju vprasljive vrednosti priblizka — letna inflacija pri
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povprecni mesecni inflaciji 2% je enaka 26.8% in napaka 2.6% je lahko v tem
primeru Ze zavajajoca). [

4.5 Visji odvodi

Ce je funkcija f odvedljiva na nekem intervalu, je njen odvod f’ nova funkcija,
definirana na tem intervalu, ki je lahko odvedljiva. Odvod te funkcije

" — (f/)/

imenujemo drugi odvod funkcije f. Ce je tudi ta odvedljiv, je njegov odvod
" = (f") tretji odvod funkcije f. Na splosno pravimo: ¢e je (n—1)-vi odvod
funkcije f odvedljiva funkcija, je njen odvod

(f0y = g

n-ti odvod funkcije f (ali odvod n-tega reda), funkcija f pa je n-krat odvedlji-
va. Za funkcijo, ki ima odvod poljubnega reda, pravimo, da je neskon¢nokrat
odvedljiva.

Primer 4.5.1. Neskonc¢nokrat odvedljive funkcije:
1. Vsak polinom
f(2) = an2™ 4 ap 12"+ -+ a1z + ag

je neskoncénokrat odvedljiva funkcija na celi mnozici R, saj je

fl(x) = napa" '+ (n—1Dap_ 12" 2+ +ay
) = nin—1)---1-a, =nla,
) = 0 za vsak m > n

2. Funkciji sinx in cosz sta neskoncnokrat odvedljivi na celi mnozici R,
njuni odvodi so:

(sinz) = cosx = sin (:c + g) ; (cosz)' = —sinz = cos (3: + E)

(sinz)” = —sinz = sin(x + 7); (cosz)"” = —cosx = cos(x + )
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in za vsak n € N:
(sin )™ = sin (az + %) : (cosz)™ = cos (3: + %) : (4.23)

Formuli (4.23) brez tezav dokazemo z matemati¢no indukcijo. Podrob-
nosti prepuscamo bralcu. [ ]

Ce je funkcija f dvakrat odvedljiva, je njen diferencial drugega reda enak

d'y = d(dy) = (f'(x) dz)'dz = f"(z) da”,

odvod drugega reda se z diferencialom zapise

n_ @y
dz?’

Podobno z diferenciali visjega reda izrazimo visje odvode:

) — &y o = Y
da3’ dxm’

Drugi odvod sestavljene funkcije. Drugi odvod posredne funkcije y =
f(u), u=u(x) dobimo tako, da prvi odvod, torej funkcijo

_ dydu

d
= flu(a) = 222

dx

odvajamo in dobimo:

&y
dz?

— PR + ) = G4 () +

T du \dzr) " duda?

Podobno lahko izracunamo visje odvode posrednih funkcij.

Visji odvodi produkta. Vzemimo n-krat odvedljivi funkciji v in v. Od-
vodi produkta y = uv so

/ / /
Yy = uUv+uv

1 u/lv+2u/v/+uv/l

— ul/l,U + 3u/l,Ul + 3ulv1/ + U”/

"
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in splosno

y = ( Z ) uP Rk, (4.24)
0

k=

Tudi dokaz formule (4.24) z matemati¢no indukcijo prepuséamo bralcu.

Drugi odvod inverzne funkcije. Naj bo f dvakrat odvedljiva injektivna
funkcija. Inverzna funkcija f~! je dolo¢ena z relacijo

F(f (@) =z

Ce to enacbo enkrat odvajamo in pisemo f~'(z) = y, dobimo (tako kot pri
izpeljavi formule (4.4) za odvod inverzne funkcije):

Fly)- (@) =)y =1
Ce enacbo odvajamo e enkrat in upostevamo formulo (4.4), dobimo
(") -y) -y + Fwy" = ") )+ fy) -y =0,
torej je drugi odvod enak

—1\/ o _f”(y) : (y/>2 _ _f”<y)
SR [ RNk

4.6 Lastnosti odvedljivih funkcij

Naj bo f odvedljiva funkcija na intervalu [a,b]. Ce je v neki tocki = € (a, b)
odvod f'(z) pozitiven, torej

o) — i D) = £ @)

h—0 h >0,

mora biti za dovolj majhen h tudi diferencni kvocient

flz+h) - f(x)

" > 0.

Razlika funkcijskih vrednosti f(x+h)— f(x) je negativna, Ce je h negativen, in
pozitivna, ¢e je h pozitiven. To pa pomeni, da funkcijska vrednost ob prehodu
skozi tocko x naraséa — v tockah levo od tocke z (tj. tockah (x + h), kjer
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/

y

/ X x+h X

Slika 4.5: Funkcija f(z) ob prehodu skozi tocko x narasca.

je h negativen) je manjsa kot f(z), v tockah desno od z (tj. tockah (x + h),
kjer je h pozitiven) pa je vecja kot f(z) (glej sliko 4.5).

Na podoben nacin se prepricamo, da funkcijska vrednost ob prehodu skozi
tocko, kjer je odvod negativen, pada.

Tezje je ugotoviti, kaj se dogaja s funkcijsko vrednostjo ob prehodu skozi
tocko xg, kjer je f'(zo) = 0. V takih tockah je tudi diferencial funkcije, ki
je ocena za funkcijsko spremembo, enak 0, torej se funkcijska vrednost ob
prehodu skozi tako tocko spreminja zelo pocasi. Tocki xq, v kateri je odvod
f'(xg) = 0, pravimo kriticna ali stacionarna tocka funkcije f.

4.6.1 Lokalni ekstremi

Definicija 4.6.1. Funkcija f ima v tocki ¢ lokalni maksimum, ¢e obstaja
tako stevilo 6 > 0, da je f(z) < f(c) za vsak z € (¢ — 0,c¢ + 6). Ce je
f(z) < f(c) za vsak € (¢ — d,¢+ 0), razen za x = ¢, je v tocki ¢ strogi
maksimum funkcije f.

Kadar obstaja stevilo § > 0, za katerega je f(z) > f(c) za vsak = €
(c—6,c+0), ima funkcija f v tocki ¢ lokalni minimum. Ce je f(z) > f(c) za
vsak © € (¢ — d,¢+ 0), razen za x = ¢, je v tocki ¢ strogi minimum funkcije

f-

Primer 4.6.1. Funkcija f(z) = |z| ima v to¢ki = 0 strogi lokalni minimum,
saj je za vsak x € R, f(z) > 0 in je f(0) = 0. ]
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Lokalni minimum in lokalni maksimum imenujemo s skupno besedo lo-
kalni ekstrem. Pridevnik lokalni pomeni, da nas zanima obnasanje funkcije le
v blizini doloc¢ene tocke. Funkcija lahko doseze v tocki, ki je od tocke ¢, kjer
je na primer lokalni maksimum, oddaljena vec¢ kot § vrednost, ki je vecja od
vrednosti f(c), in ima lahko tudi ve¢ lokalnih maksimumov in ve¢ lokalnih
minimumov.

Izrek 4.6.1. Fermat' Ce je funkcija f odvedljiva, je tocka c, v kateri ima
lokalni ekstrem, kriticna tocka, torej je f'(c) = 0.

/

Slika 4.6: Odvod funkcije mora biti enak 0 v tockah ekstrema

Dokaz. Recimo, da ima f v tocki ¢ lokalni maksimum. Za vse x dovolj
blizu ¢ mora biti f(z) < f(c), zato je levi odvod v tocki ¢

desni odvod pa
- flet+h) = f(c)
/
= < .
f'(c+0) fl}{r(l) . <0

Ker je funkcija odvedljiva, mora biti levi odvod enak desnemu, kar je mogoce
le, ce je f'(c) = 0.

!Pierre Fermat (1601-1665), francoski matematik, poznan predvsem po svojih rezulta-
tih v teoriji $tevil. Od njegovih trditev je verjetno najbolj slaven pred kratkim dokazani
zadngi Fermatov izrek.
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Dokaz za minimum je podoben. U

Pogoj f'(c) = 0 iz Fermatovega izreka je potreben pogoj za obstoj ekstrema,
vendar pa ni zadosten. Na primer, funkcija f(z) = 2 ima v tocki 0 odvod
enak 0, kljub temu pa v tej tocki nima ekstrema, saj je 2° < 0 za 2 < 0 in
23 >0zax>0.

Primer 4.6.2. Uporaba lokalnega ekstrema:

1. Pois¢imo tocko na krivulji y = 22, ki je najmanj oddaljena od tocke
(0,1) (slika 4.7).

X

Slika 4.7: Razdalja med tocko na paraboli in tocko (0, 1)
Razdalja od tocke (z,z?) na krivulji do tocke (0,1) je enaka

d(xz) = \/x2 + (22 —1)2 = Vot — 22 + 1.

Funkcija d(x) je povsod definirana (izraz pod korenom je vedno pozi-
tiven) in odvedljiva, torej ima lokalne ekstreme v kriti¢nih toc¢kah:

473 — 22
d'(z) = =0.
2Vt — 2?2 +1
Ta enacba ima tri resitve, zato imamo tri kriticne tocke:

1
11 =0, @To3=+—1.

V2
Geometrijski razmislek pove, da v eni (ali ve¢) od teh kriti¢nih tock
funkcija res zavzame najmanjso vrednost. Ker je
V3

d(xz1) =1, d(xg) =d(z3) = >
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sta najmanj oddaljeni od tocke (0, 1) tocki
Ti(1/v/2,1/2) in Th(—1/v2,1/2),
njuna oddaljenost je d(xy) = d(z3) = V/3/2.

2. Eden od mnogih fizikalnih zakonov, ki jih lahko obravnavamo s pomocjo
lokalnega ekstrema kaksne funkcije, je odbojni zakon. Zarek svetlobe
z virom v tocki A se odbije od ravnega zrcala proti tocki B. Pot, ki
jo zarek pri tem opiSe, je lomljena ¢rta, sestavljena iz dveh daljic: AC
in C'B, kjer je C' tocka na zrcalu. Po Fermatovem nacelu, znanem iz
fizike, svetloba potuje tako, da je potreben ¢as za prehod iz ene do druge
tocke najkrajsi. Tocko C, kjer se svetloba na zrcalu odbije, moramo
dolociti tako, da bo vsota dolzin |AC| + |C'B| najmanjsa. Postavimo
koordinatni sistem tako, da bo zrcalo na osi z, tocka A pa na osi y:
A(0,a) (slika 4.8). Ce je B(c,d), moramo torej doloéiti = v C(z,0)
tako, da bo imela funkcija

d(z) = dy(z) + do(x) = Va2 + a2 + \/(c — x)? + 2

minimalno vrednost. Odvod je

Kriti¢na tocka je tam, kjer je d'(z) = 0:

X cC—X

di(z) ~ do(z)

Na levi strani enacbe je ravno sinus vpadnega kota a;, na desni pa sinus
odbojnega kota [3:

sin v = sin 3.

Ker sta oba kota ostra, od tod sledi dobro znani odbojni zakon, ki
pravi, da je odbojni kot enak vpadnemu. [ ]

Pozor! Funkcija ima lahko lokalni ekstrem tudi v tocki, ki ni kriticna
tocka — namrec¢ takrat, kadar v tocki lokalnega ekstrema ni odvedljiva. Tak
je ekstrem funkcije f(x) = |z| v primeru 4.6.1.
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A(0,a)
B(c,d)

dg (l‘)

Slika 4.8: Odboj svetlobe

4.6.2 Odvedljive funkcije na zaprtem intervalu

Izrek 4.6.2. Rolle? Funkcija f, ki je odvedljiva na zaprtem intervalu [a, b]

in ima v krajiscih enaki vrednosti f(a) = f(b), ima na intervalu (a,b) vsaj
eno kritiéno tocko.

a C b\ *
Slika 4.9: Rollov izrek
Dokaz. Ker je funkcija f odvedljiva na [a, b, je na tem intervalu zvezna.

Po izreku 3.2.15 je omejena, po izreku 3.2.16 pa na [a,b] zavzame svojo
natancno spodnjo mejo m in svojo natancno zgornjo mejo M. Ce je m = M,

2Michel Rolle (1652-1719), francoski matematik.
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je funkcija konstantna in je njen odvod enak 0 na celem intervalu. Ce pa je
m < M, zavzame funkcija f vsaj eno od vrednosti m in M v neki notranji
tocki ¢ € (a,b). V tocki ¢ je v tem primeru lokalni ekstrem. Ker je f
odvedljiva, iz Fermatovega izreka sledi, da je f’(c) = 0, torej je ¢ kriticna
tocka. ]

sprememba funkcijske vrednosti na intervalu enaka 0, Rollov izrek trdi, da
je v neki tocki na intervalu odvod enak tej povpreéni vrednosti spremembe.
Naslednji izrek pove, da to pravzaprav velja za vsako odvedljivo funkcijo
— vedno obstaja neka tocka na intervalu, v kateri je odvod enak povprecni
spremembi funkcijske vrednosti.

Izrek 4.6.3. Lagrange® Ce je f odvedljiva funkcija na konénem intervalu
[a,b], obstaja na tem intervalu vsaj ena tocka c, kjer je

Fb) = f(a)

re =12 (4.25)

Dokaz. Definirajmo funkcijo g:

f(b) = f(a)

gla) = fla) - H2—

(x —a).

Funkcija g je odvedljiva povsod na intervalu [a, b], njen odvod je

g = ) - =S

Poleg tega je g(a) = g(b) = f(a), torej funkcija g zadosca pogojem Rollovega
izreka. Na intervalu [a, b] obstaja tako vsaj ena tocka ¢, v kateri je odvod
funkcije g enak 0, to pa pomeni, da enacba (4.25) velja. O

Lagrangeov izrek pove, da na gladki krivulji y = f(x) med tockama A
in B obstaja vsaj ena tocka D, v kateri je tangenta na krivuljo vzporedna
sekanti skozi tocki A in B (slika 4.10).

Lagrangeov izrek je osrednja lastnost odvedljivih funkecij. Oglejmo si ne-
kaj njegovih klju¢nih posledic.

3Joseph Louis Lagrange (1736-1813), francoski matematik in astronom, zacetnik teorije
analiti¢nih funkcij.
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Slika 4.10: Lagrangeov izrek

Izrek 4.6.4. Funkcija f, ki je na intervalu [a,b] odvedljiva in je njen odvod
povsod enak 0, tj. f'(x) =0 za vsak x € (a,b), je konstanta.

Dokaz. Vzemimo poljuben z € (a,b]. Po Lagrangeovem izreku je f(z) —
fla) = f'(¢)(x — a) za nek ¢ € (a,z). Ker pa je odvod funkcije f povsod
enak 0, je tudi f’(c) = 0, torej je f(x) = f(a). Funkcija f je konstanta na
intervalu [a, b]. O

Izrek 4.6.5. Funkciji fi in fo, ki imata povsod na intervalu [a,b] enaka
odvoda, se razlikujeta kvecjemu za konstanto:

fao(z) = fi(z) + C.

Dokaz. Razlika F' = fy — f; ima odvod F'(z) = fi(x) — fi(x) = 0. Po
izreku 4.6.4 je F(z) = fo(x) — fi(z) = C. O

Ce sta funkciji f in g odvedljivi na intervalu [a, b], nam Lagrangeov izrek
za vsako posebej zagotavlja obstoj tocke, v kateri je odvod ravno povprecna
sprememba funkcijske vrednosti na intervalu. Obstaja tudi tocka, kjer je
odvod enak povprec¢ni vrednosti spremembe za obe funkciji hkrati:

Izrek 4.6.6. [Cauchy/ Funkciji f in g naj bosta zvezni na intervalu [a,b),
v vsaki notrangi tocki tega intervala odvedljivi in naj bo ¢'(x) # 0 za vsak
x € (a,b). Potem obstaja Stevilo ¢ € (a,b), da je

f(0) = fla) _ f'e) (4.26)




130 POGLAVJE 4. ODVOD

Dokaz. Funkcija g zadosca pogojem Lagrangeovega izreka, zato je v neki
tocki ¢; € (a,b)
9(b) = g(a) = (b —a)g'(c1) # 0,
torej je g(b) # g(a). Sestavimo funkcijo
Fx) = f(z) — Ag(x)

in konstanto A dolo¢imo tako, da bo F'(a) = F(b):

torej je

L’Hoépitalovo pravilo

L’Hopitalovo pravilo (ki ga je v resnici odkril Johann Bernoulli*) je prepro-
sta posledica Cauchyjevega izreka in je zelo uporabno sredstvo za racunanje
nedoloénih izrazov oblike 3 ali 2.

Izrek 4.6.7. 'Hépital® Naj bosta funkciji f in g definirani in odvedljivi na
intervalu (a,b) in g'(x) # 0 za vsak x € (a,b). Ce v tocki xy € (a,b) velja
f(zo) = g(z0) =0, je /

lim —f<x> = lim fl<x>

A5 g e g2)

pri pogoju, da limita na desni obstaja.

4Johann Bernoulli (1667-1748), §vicarski matematik, ukvarjal se je z diferencialnimi
enacbami in z variacijskim ra¢unom

5Guillaume Frangois Antoine I'Hépital (1661-1704), francoski matematik, eden od za-
Cetnikov infinitezimalnega racuna
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Dokaz. Naj bo x > xy. Po Cauchyjevem izreku velja:

flx) _ fla) = fxo) _ f'(c)
g(x)  glx) —glze)  ¢'(c)’

kjer je ¢ med z in zy. Ko gre x — xg, gre tudi ¢ — z¢, zato je

lim @ = lim fle)

wa glz) e g'(0)

V drugi limiti imamo sicer drugo spremenljivko (c¢) kot v prvi (x), vendar
na vrednost limite to ne vpliva, saj vrednost limite ni odvisna od simbola,
ki ga uporabimo za oznako spremenljivke (taki spremenljivki pravimo tudi
gluha (vezana) spremenljivka). u

L’Hopitalovo pravilo ima ve¢ variacij. Seveda velja v isti obliki, kot je
zapisano za limito, tudi za levo in za desno limito. Napisimo kar brez dokaza
Se dve verziji:

Izrek 4.6.8. Naj bosta funkciji f in g odvedljivi na intervalu (a,b), razen v

tocki v € (a,b) in ¢'(x) # 0 na intervalu (a,b). Ce je

lim f(z) =200 dn lim g(x) = too,

r—xo T—x0
je
/
lim ﬂ = lim f/<x),
A g(@) o (@)
pri pogoju, da druga limita obstaja.

Izrek 4.6.9. Ce sta f in g odvedljivi na nekem intervalu (a,c0), razen v
tocki g € (a,b), ce je g'(x) # 0 na tem intervalu in ce je
lim f(x) = lim g(z) =0

ali
lim f(z) =00 in lim g(x)= oo,

r—00 T—00

)
@) T )

potem je

pri pogoju, da druga limita obstaja.
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Primer 4.6.3. Izracunajmo limiti:

1.
1 V1-1/xz—1
lim (V2?2 —z—z) = lim x (\/1—— —1>: lim vi-le-l
1—1/x)"/2 /227 —1 1
:lim( /x)Q/x:limiz——.
2500 —1/x e—o0 2\ /1 —1/x 2
2.

. cosz — 1 . —sinx
= lim—— = lim - =0
z—0SInT + xcosx z—w02COST — TSINT

4.6.3 Monotonost in zadostni pogoji za ekstrem

V razdelku 3.1 smo Ze definirali monotonost (naraséanje in padanje) funkeij.
Za odvedljive funkcije je ugotovaljanje narascanja ali padanja preprosto, saj
velja:

Izrek 4.6.10. Odvedljiva funkcija je na intervalu [a, b] nara$éajoéa natanko
takrat, kadar je f'(x) > 0 za vsak x € (a,b), in padajoéa natanko takrat,
kadar je f'(x) <0 za vsak x € (a,b).

Dokaz. Naj bo f'(z) > 0 za vsak z € (a,b) in vzemimo poljubni tocki
x1, Ty € (a,b), kjer je x1 < xo. Iz Lagrangeovega izreka sledi, da v neki tocki
x € (21, 12) velja:

<Y

Ker je f'(x) >0, je f(y) < f(2), kar pomeni, da je funkcija naraicajoca. Ce
je f'(x) < 0 na intervalu (a,b), na podoben na¢in dokazemo, da je funkcija
padajoca.
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Po drugi strani, naj bo funkcija f narascajoca na intervalu [a,b] in = €
(a,b) poljubna tocka. Potem je za vsak h > 0, za katerega je x + h < b,

flx+h)—f(x) >0

in za vsak h < 0, za katerega je x + h > a, tudi

Flz+h) — f(z) < 0.

Diferencni kvocient je v vsakem primeru kvocient dveh enako predznacenih
kolicin, zato je
fla+h)— f(z)
h

> 0,

torej mora biti

k)~ f)
h—0 h

f'(w) =

Podobno dokazemo, da je odvod padajoce funkcije vedno manjsi ali enak 0.
OJ

> 0.

Primer 4.6.4. Ugotavljanje monotonosti funkcij s pomocjo odvoda:

1. Doloc¢imo intervale, na katerih funkcijska vrednost narasca ali pada, za
funkcijo f(z) = 2? 4+ 2/x. Odvajamo:

Odvod je negativen za vsak x < 1, x # 0 in pozitiven za vsak x > 1,
tocka x = 1 je kriticna tocka. Interval narascanja je [1,00), intervala
padanja pa sta (—oo,0) in (0, 1].

2. Pokazimo, da je funkcija
f@)=0+z)Y" =2V neN, n>1

monotono padajoca na celem intervalu [0, c0).
Odvod je
((1 + x)(lfn)/n . x(lfn)/n) )

S|

() =
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Slika 4.11: Graf funkcije 22 + 2/x

Ker je x < 14 z in eksponent (1 — n)/n negativen, je
x(l—n)/n > (1 _i_x)(l—n)/n’

torej je f'(x) < 0 za vsak z € [0, 00).

Od tod lahko izpeljemo zanimivi dejstvi. Najprej, f(z) < f(0) za vsak
x € [0,00), torej za vsako pozitivno Stevilo in za vsak n € N, n > 1
velja

(14 2)V/m — 2™ > 1
Poleg tega vemo, da je funkcija f(x) injektivna (saj je vsaka strogo
monotona funkcija injektivna), torej je obrnljiva na intervalu [0, c0),

zato ima enacba
fl@)=1+a)/"—a/" =y

natanko eno resitev za vsak y iz zaloge vrednosti Z; = (0, 1]. |

Iz izreka 4.6.10 sledi preprosta metoda, s katero ugotavljamo, ali funkcija
f v kritiéni tocki ¢ zavzame lokalni ekstrem. Ce lezi tocka ¢ na intervalu
(a,b), kjer je f'(x) > 0, oCitno v njej ne more biti lokalnega ekstrema, ker
po izreku 4.6.10 funkcija na tem intervalu narasca. Podobno velja, ce je
f'(x) < 0 na nekem intervalu (a, b) okrog tocke c. Tako:

Izrek 4.6.11. Prvi zadosten pogoj za obstoj lokalnega ekstrema.
Funkcija f(x) zavzame v kriticni tocki ¢ lokalni ekstrem natanko takrat, kadar
odvod ob prehodu skozi tocko ¢ spremeni znak. Ce je f'(x) < 0 za z < ¢ in
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f'(x) >0 za x> ¢, je v tocki ¢ lokalni minimum, v obratnem primeru pa je
v tocki ¢ lokalni maksimum.

Primer 4.6.5. Funkcija

T
ima odvod )
, 11—z

= - = 0

f(x) Atz

kriticni tocki sta x5 = £1. Odvod f'(z) je:
negativen za xr < —1,
pozitiven za —1 <z <1,
negativen za x > 1,
zato je v tocki x = —1 minimum, v toc¢ki x = 1 pa maksimum. ]

Ce je funkcija f v kriticni tocki ¢ dvakrat odvedljiva, si lahko pomagamo
tudi z drugim odvodom: ¢e je f”(c) > 0, prvi odvod f’(x) ob prehodu skozi
totko ¢ narasca; ker je f'(¢) = 0, mora biti f/(x) negativen za = < ¢ in
pozitiven za x > c¢. Odtod sledi, da je v tocki ¢ lokalni minimum. Podobno
se prepricamo, da je v tocki ¢ lokalni maksimum, ¢e je f”(c) < 0. Velja torej:

Izrek 4.6.12. Drugi zadosten pogoj za obstoj lokalnega ekstrema.
Ce je funkcija f v kriticni tocki ¢ dvakrat odvedljiva in je f"(c) > 0, zavzame
f v ¢ lokalni minimum, ce je f"(c) <0, pa lokalni maksimum.

Primer 4.6.6. Funkcija
f(z) =2° —62° +9r — 1

z odvodom
fl(z) =32 =120 +9 =0,

ima kriti¢ni tocki 1 = 1 in x5 = 3. Drugi odvod
f"(x) = 6x —12

je v tocki x; negativen, tu je lokalni maksimum, v tocki x5 pa pozitiven, tu
je lokalni minimum. [ ]
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4.7 Taylorjeva formula

Funkcija f, ki je odvedljiva v neki tocki a, ima v tej tocki diferencial df =
f'(a)dz. Ce je x dovolj blizu a, je vrednost

fa) +df = f(a) + f'(a)(z — a)

dober priblizek za funkcijsko vrednost f(z). Funkcijsko vrednost lahko zapi-
§-mo kot vsoto

f(x) = f(a) + f'(a)(z — a) + Ry,
kjer gre napaka R; proti 0, ko x — a, prva dva ¢lena pa predstavljata vre-
dnost linearne funkcije f(a) + f'(a)(z — a) pri .

Taylorjeva formula omogoca, da za funkcije, ki so odvedljive ve¢ kot en-
krat, priblizek iz diferenciala izboljsamo tako, da funkcijsko vrednost f(x)
aproksimiramo z vrednostjo Taylorjevega polinoma. Poleg tega omogoca, da
ocenimo napako R, ki jo pri tem naredimo.

Izrek 4.7.1. Taylorjeva formula® Funkcija f naj bo (n+1)-krat odvedljiva
na intervalu (b, c) in naj bo a € (b,c). Potem za vsak x € (b, c) velja

f(z) = f(a) + f'(a)(z —a) + %@(m —a)’ 4+ f(72|<a> (x —a)" + R,.
Napaka R, je enaka i)
o fn+1 (g) n+1
n = m(l’ —a)"",

kjer je & neka tocka med a in x.

Dokaz. Vzemimo poljuben z € (b, ¢). Za vsak y med a in = naj bo

kjer je & tocka med a in z.

6Brook Taylor (1685-1731), angleski matematik.
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Ce funkcijo F(y) odvajamo, dobimo

(n+1)
F) = —f@)+ () - P+ Dy
(n+1)
_ S ;! (v) (z — )" (4.27)

Po drugi strani ima funkcija
(.T _ y)n—I—l
G<y> = F<y) - (.T _ a>n+1F<a’)

v tockah a in x vrednost 0: G(a) = G(x) = 0, in po Rollovem izreku je v
neki tocki med a in z

G/(f) _ Fl(f') + (n+ 1)($ - g)n

(x —a)rt!

F(a) =0,
zato je

(x —a)™t!
(n+ 1)@ =&

Ce v tej enacbi upostevamo (4.27), dobimo

Pla) = ~F/(¢)

_ ) n_(w—a)™t OV n
= e T iy Y .
in izrek je dokazan. U
Polinom
f"(a) f"™(a)

(x—a)’+-+

fla) + fi(a)(w — a) + = (r —a)"
imenujemo Taylorjev polinom funkcije f stopnje n okrog tocke a. Napake
R, seveda ne moremo natan¢no izracunati, ker ne poznamo tocke & — vemo
samo, da je to neka tocka med a in x. Pogosto pa poznamo kaksno oceno za
(n + 1)-vi odvod funkcije na intervalu (b, ¢):

|f(n+1)<x)‘ S M za vsak x € <b7 C)?

n!

ki da oceno za napako

|Ry| <

_ n+1
] 1)!|x al".
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Primer 4.7.1. Polinom f(z) = (1+ )", n € N, je (n+ 1)-krat odvedljiv na
celi R, njegov k-ti odvod, k£ < n, je enak

fO@)y=nn—-1)---(n—k+1)(1+z)"*
Koeficienti Taylorjevega polinoma stopnje n so

®(0) n(n—1>---<n—’f+1>:<”), k<n.

k! k!

Ker je f"*(z) = 0 za vsak = € R, je napaka R, = 0. Taylorjeva formula v
tem primeru ni ni¢ drugega kot binomski izrek:

f(:c):(1+x)":zn:<z>xk.

k=0

Ce je funkcija f oo-krat odvedljiva na intervalu (b, ¢), lahko desno stran
Taylorjeve formule zapisemo v obliki vrste

*) (g o £(k) (4
o)+ o=+t T o = S B et

ki ji pravimo Taylorjeva vrsta funkcije f okrog tocke a. Delne vsote te vrste
so ravno Taylorjevi polinomi. Ce za nek x € (b, ¢) velja

lim R, =0,

n—oo

konvergira Taylorjeva vrsta proti vrednosti f(z), zato lahko zapisemo

% 1R (g
f@) =3 T

Primer 4.7.2. Taylorjeve vrste elementarnih funkcij:

1. Najbo f(z) = (1+2)™, kjer je eksponent m neko racionalno stevilo. Ce
jem < 0, funkcija f pri = —1 ni definirana, na intervalu (=1, 1) pa je
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definirana za vsak m in je oo-krat odvedljiva, torej jo lahko razvijemo
po Taylorjevi formuli okrog tocke 0. Ostanek

m
— 1 m—n—+1,n+1
R= () grs

gre z naras¢ajocim n proti 0 za vsak = € (—1,1), saj gre

n+1
T

1+ m—n—l—lxn-l—l — 1+ m—+2
+6) R

z narascajocim n proti 0, ker je

Za vsak |z| < 1 tako velja:

(1+2)™ = i (?) 2", (4.28)

k=0

Visti (4.28) pravimo binomska vrsta. Ce je eksponent m € N, je bi-
nomska vrsta konc¢na, saj je

(7;:):0, za k>m

in binomska vrsta se reducira na konéno vsoto iz primera (4.7.1).

Poglejmo Se posebej primer m = —1. V tem primeru je
-1\ _ (D2 (=R
torej za |z| < 1,
(L+a2)™h =) (~1)ah,
k=0

kar je dobro znana formula za vsoto geometrijske vrste s kvocientom
q=—z1.
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2. Eksponentna funkcija je oo-krat odvedljiva na celi mnozici R, vsi njeni
odvodi so enaki funkciji:

(e") ™ =e® zavsak n €N,

Taylorjeva formula za razvoj okrog tocke 0 je:

k! k!
k=0 k=0

+ R,.

Pokazimo, da gre pri vsakem = € R ostanek R,, — 0, ko gre n — oo. Vzemimo
poljuben x € R in ocenimo ostanek:

Ox ||
e " e
< - n
[ enl ‘(n+1)' _(n+1)!|x| ’
torej je za vsak n
0< IR elzl .
< < = .
Za zaporedje a, velja rekurzivna formula
a =a i
n+1 nn+ 2

Od tod sledi, da je za n > ||z|] to padajoce zaporedje pozitivnih Stevil, torej
konvergentno, z limito, ki je resitev enacbe

a =a lim ﬂ:O, torej a =0.

Od tod pa sledi, da je tudi lim,,—,o |R,| = 0.
Za vsak x € R torej velja:

k

> T
ex:Zy
k=0

3. Funkcija log z je oo-krat odvedljiva, njeni odvodi so

1 1 1

"(z) = — ") = ——,... M — (—1)"Y(n —1)I—.

Pla)=t P = 0= (1)

Tako je Taylorjeva formula okrog tocke 1 za funkcijo log enaka
~ fM(Q) 4

log(1+z) = Y ot R, (4.29)

2 3 n
= e ST ()T R (430)

3
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Ostanek R,, konvergira proti 0 za vsak |z| < 1 (dokaz za to najdemo
na primer v [?7]).

4. Zapisimo Taylorjevo formulo za funkcijo f(x) = sin x okrog tocke a = 0.

Odvodi so
(n) o 77,_7T> _ 0; n =2k
f0) Sm<2 {(—1)’?; n=2k—1"
torej je
. x3 xd
smx:x—ﬁjtg—i—...—i—]%n.
Ostanek vrste lahko ocenimo:
: n+1)m
Ryl = s1n(9:c+( T -~ 1 2
" (n+1)! ~ (n+1)! ’

to pa pri vsakem = € R konvergira proti 0, ko gre n — oco. Zato je
22k—1
sinz = oo -—— zavsakz € R.

2. G

k=1
Na podoben nacin pridemo do Taylorjeve vrste za cos x:

22k
CoOST = %oo 28! za vsak x € R.

Taylorjeva formula in Taylorjeva vrsta sta zelo uporabno orodje za raz-
iskovanje funkcije v blizini tocke, okrog katere razvijamo. Oglejmo si njeno
uporabnost pri racunanju limit in pri iskanju ekstremov funkcij.

Nedoloceni izrazi Pogosto lahko nedolocene izraze oblike
lim _f(:p) ,
2—a g()
kjer je
lim f(z) = lim g(x)
hitreje in uspesneje kot z ’'Hopitalovim pravilom izracunamo tako, da zapi-
Semo nekaj ¢lenov v razvoju funkcij f in g v Taylorjevo vrsto okrog tocke
a.
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Primer 4.7.3. Izrac¢unajmo

. Vitzx—1—x/2
lim

z—0 212

. (14 a/2+ U222 oy 1 — g2
—xll}/(l) 232‘2

Ze v izreku 4.6.12 smo ugotovili, da je v kritiéni tocki ¢, kjer je funkcija f
dvakrat odvedljiva, obstoj ekstrema zagotovljen, kadar je f”(c) # 0. Kadar
je f"(c) =0, o obstoju ekstrema ne moremo sklepati. S pomocjo Taylorjeve
formule lahko dokazemo:

Izrek 4.7.2. Tretji zadosten pogoj za obstoj lokalnega ekstrema.
Funkcija f, ki je (n+1)-krat odvedljiva, ima v kriticni tocki c lokalni ekstrem,
ce je

flo=r)=...=f"e)=0 in fT(c)#0,
Ejer je n sodo stevilo, in sicer lokalni maksimum, ce je f™(c) < 0 in lokalni
minimum, ce je f™(c) > 0. Ce je n liho Stevilo, ekstrema v tocki c ni.

Dokaz. Zaradi Taylorjeve formule je

(n—1) (n)
fle+h)=fle)+ f)h+ -+ Jznfl(;)h"l +1 n!@hn
(n)

kjer je £ tocka med ¢ in c4h. Recimo, da je n = 2k sodo stevilo in f™(c) > 0.
Za dovolj majhen h je tocka & dovolj blizu tocke c in tudi £ (¢) > 0, obenem
pa je h" = (h*)¥ > 0 za vsak h in zato velja

LG
n!

fle+h) = f(c)

za vsak h. V tocki c je torej lokalni minimum. Podobno dokazemo, da je v
tocki ¢ lokalni maksimum, ¢e je n = 2k in f™(c) < 0.
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Kadar pa je n liho stevilo, je predznak potence A™ odvisen od predznaka
h, zato je tudi predznak razlike f(c+ h) — f(c) odvisen od predznaka h. To
ze pomeni, da v tocki ¢ ni ekstrema. O

Primer 4.7.4. Funkcija f(x) = x — arctgx ima odvod

1

"2)=1— ——

f)=1- 1,

enak 0 pri x = 0, torej je x = 0 kriticna tocka. Izracunajmo odvode visjega
reda:

f(z) = —4x(l+2*)72 f7(0) =0,
f"(x) = —4(1+ 2372+ 162(1 +22)73, f"(0) =—-4#0.
Funkcija f v tocki x = 0 nima ekstrema. ]

4.8 Konveksnost, konkavnost in prevoji

Definicija 4.8.1. Funkcija f, definirana na intervalu [a, b], je na tem inter-
valu konveksna, e je za vsak 0 < a < 1 in za vsak par tock z,y € [a, b],

flax+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).

Povejmo drugace: za poljubni tocki x,y € [a,b] je daljica, ki povezuje tocki
(z, f(z)) in (y, f(y)), povsod nad grafom funkcije f.
Ce je
flaz+ (1= a)y) > af () + (1 —a)f(y),
(¢e daljica, ki povezuje tocki (z, f(z)) in (y, f(y)), lezi povsod pod grafom
funkcije), je funkcija konkavna.

Primer 4.8.1. Funkcija f(z) = |z| je konveksna na celem definicijskem
obmocju R, kajti zaradi trikotniske neenakosti je

laz + (1 — a)z] < alz| + (1 — a)|z|.
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/ \

Slika 4.12: Konveksna (a) in konkavna (b) funkcija

Iz grafa zlahka razberemo, ¢e je funkcija konveksna ali konkavna: vsaka
daljica, ki povezuje dve tocki na grafu konveksne funkcije, je nad tistim
delom grafa, ki lezi med obema tockama. Pri konkavni funkciji je daljica, ki
povezuje dve tocki na grafu vedno pod grafom.

Ce je funkecija f vsaj enkrat odvedljiva, je konveksna tam, kjer njen prvi
odvod narasca, konkavna pa tam, kjer njen prvi odvod pada. Od tod sledi,
da za dvakrat odvedljive funkcije velja:

Izrek 4.8.1. Dwakrat odvedljiva funkcija je na intervalu I konveksna, ce je
f"(x) >0 za vsak x € I, in konkavna, ¢e je f"(x) <0 za vsak x € 1.

Funkcija se lahko spremeni iz konveksne v konkavno ali obratno le v
tockah, kjer je f”(z) = 0, to je v kriticnih tockah funkcije f’(z). Funkcija
f se v tocki ¢ spremeni iz konveksne v konkavno natanko takrat, kadar ima
prvi odvod f’(x) v tej tocki lokalni maksimum. Iz konkavne v konveksno se
spremeni, ¢e ima prvi odvod f’(z) v tocki ¢ lokalni minimum.

Tocko, v katerih se funkcija spremeni iz konveksne v konkavno ali obratno,
imenujemo prevoj ali prevojna tocka funkcije f. Ce je funkcija f dvakrat
odvedljiva in ¢ njen prevoj, je f”(¢) = 0 in se predznak drugega odvoda
f"(x) ob prehodu skozi tocko ¢ spremeni. Povejmo Se, kako prevojno tocko
prepoznamo na grafu: ce je ¢ prevoj funkcije f, potem graf funkcije v tocki
c seka tangento na graf v tej tocki.

Odvodi (prvega in visjih redov) so lahko v veliko pomo¢ pri risanju grafov.

Primer 4.8.2. Pokazimo na primerih, kako si lahko pri risanju grafov funkcij
pomagamo z odvodi:

1. Narisimo graf funkcije
x

fe) =13

Funkcija je definirana in zvezna na celi mnozici R. Poleg tega je liha,
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tako da je graf simetricen glede na tocko (0,0). Ker je

lim f(z) =0,

r—+o00

ima graf vodoravno asimptoto — premico y = 0.

Iz odvoda )

l1—=z

/
= Y— = 0
f ('T) <1+.T2>2

dobimo, da sta kriticni tocki z = +1. Ce je z < —1, je f'(z) < 0,
funkcija na tem intervalu pada. Za —1 < x < 1 je f'(z) > 0, funkcija
narasca, za x > 1 je f'(x) < 0, funkcija spet pada. V tocki z = —1
je zato lokalni minimum f(—1) = —1/2, v tocki x = 1 pa lokalni
maksimum f(1) =1/2.

Pois¢imo Se prevojne tocke:

2z(z? — 3)

it S/ o
(I+a2F

f'(x) =

resitve so x; 9 = j:\/g, r3 = 0. Zato:
za r<—/3 je f’(z)>0, funkcija je konkavna,
za —V3<x<0 je f'(z)<0, funkcija je konveksna,
za 0<x<+3 je f’(z)>0, funkcija je konkavna,
za z>/3 je  f"(z) <0, funkcija je konveksna.

Tocke x1 5 = +4/3, Y12 = i\/§/4 in 23 = 0,y3 = 0 so vse prevoji (slika
4.13).

0.5

V3

-0.5
Slika 4.13: Graf funkcije f(z) = x/(1 + 2?)
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2. Narigimo graf y = v/2az? — x3, kjer je a > 0.

Funkcija je povsod definirana in zvezna. Izracunajmo odvod:

() 4ax — 3x? 4a — 3z
x) = = :
3/ (2ax? — 23)2  3{/x(2a — x)?

Odvod obstaja povsod, razen v tockah x; = 0 in x; = 2a, edina kriti¢na
tocka je 3 = 4a/3. Pri zy = 0 in x5 = 2a je

lim f(x) = o0,

T—x1,2

tangenta je v teh dveh tockah navpi¢na. Funkcija je

padajoca za x <0, ker je f'(x) <0,
naras¢ajoca za 0 <z <4a/3, kerje f'(z)>0,
padajoca za 4da/3 < x < 2a, kerje f'(x) <0,
padajoca za x > 2a, ker je f'(x) <0
y
\\\\ 2a'
\3\ \
\\ X
-a . 4al3
-alt \\\\\

Slika 4.14: Graf funkcije y = v/2ax? — 3.

Vidimo: v tocki = 0 je lokalni minimum f(z) = 0 (vendar funkcija
tu ni odvedljiva — tangenta je v tej tocki navpicna). V tocki x = 4a/3
je lokalni maksimum f(z) = (2/3)av/4.

Poleg tega je

to pove, da se graf funkcije f z narascajocim x priblizuje premici s
smernim koeficientom k = —1. Graf ima posevno asimptoto oblike
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y = —x + n. Koeficient n v enacbi asimptote dobimo kot

lirf (f(x) — kx) = lirf (V2az? — 23 + 1)
2ax? — 2% + 2? 2a

lim
a—+00 3/(2a22 — 23)2 — x(2a2? — 23) + 22 3

Enacba posevne asimptote je y = —z + 2a/3.
[zracunajmo Se drugi odvod:

8a?

9¢/1r4(2a — z)°

OE

Drugi odvod nima nicel in ne obstaja v tockah x = 0 in x = 2a, kjer f
ni odvedljiva. Na intervalih z < 0in 0 < x < 2a je negativen, tu je graf
konveksen, na intervalu z > 2a je f”(x) > 0 in graf je tu konkaven.

3. Oglejmo si e en primer uporabe odvoda. Dane so tri tocke v ravnini A,
Bin C. Istemo tocko X, za katero velja, da je vsota njenih oddaljenosti
od tock A, B in C, torej vsota

d(X, A) +d(X, B) + d(X,0),

¢im manjsa. Problem malo poenostavimo s predpostavko, da sta tocki
A'in B enako oddaljeni od tocke C'. Koordinatni sistem v ravnini lahko
potem postavimo tako, da je C' v izhodis¢u, A in B pa imata koordinate

(a,b) in (a, —b).

Iz geometrijske slike je razvidno, da tocka X lezi nekje na intervalu
[0, a] na osi x. Vsota razdalj tocke X od tock A, B in C je enaka

flz) =x+ 2>+ (a — x)% (4.31)

Poiskati moramo minimum zvezne funkcije (4.31) na intervalu [0, a].

Zvezna in odvedljiva funkcija na zaprtem intervalu zavzame svoje eks-

kritiéne tocke:
—2(a — )

b2 + (a — x)?

f(z)=1+ =0
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Slika 4.15: Tocka X z najmanjso vsoto razdalj od tock A, B in C.

Odtod

2a—z) = V0®+(a—2x)?
4(a—z) = b+ (a—x)?
r = a+b/V3.

Tocka a+b/+/3 v nobenem primeru ni na intervalu [0, a]. Tocka a—b/v/3
pa je na intervalu, ¢ée je a > b/v/3, ¢e je a < b/v/3 pa pade ven iz
intervala. Obravnavati moramo dva lo¢ena primera: a > b/ V3 in

a<b/\/3.

Ce je a < b/+/3, funkcija f(x) na intervalu [0, a] nima kriticnih tock,
torej zavzame svojo najvecjo in najmanjso vrednost v robnih tockah:
f(0) =2va?+b%in f(a) = a+2b. Za vsak a < 4b/3 je 2v/a? + b? <
a+2b. Ker je v nasem primeru a < b/y/3 < 4b/3, mora v tem primeru
tocka X biti v izhodiscu (0, 0).

Ce je a > b/+/3, je na intervalu [0, a] kriticna tocka zo = a — b/v/3. V
tej tocki funkcija f zavzame lokalni minimum, saj je f'(x) < 0 levo in

f'(x) > 0 desno od te tocke. V tem primeru ima tocka X koordinati
(a—b/+/3,0), poltraki, ki tocko X povezujejo s tockami A, B in C' med
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seboj pa oklepajo enake kote 27/3. [ ]



