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Poglavje 5

Integral

5.1 Nedoloceni in doloceni integral

Nedoloceni integral

V poglavju o odvajanju funkcij smo se naucili dani funkciji f poiskati njen
odvod f’ oziroma diferencial df = f'(x) dz. Ugotovili smo, da je vsaka odve-
dljiva funkcija zvezna, zvezna funkcija pa ni nujno odvedljiva. Tu zastavimo
obratno nalogo — k dani funkciji f iS¢emo tisto funkcijo I, katere odvod je

f:

Definicija 5.1.1. Funkcijo F', katere odvod je enak f, imenujemo nedolocen:
integral funkcije f in piSemo

Flz) = / f(z) da.

Kadar nedoloceni integral funkcije f obstaja, to ni ena sama funkcija —
¢e je F integral funkcije f in C' poljubna konstanta, je tudi F' + C' integral
iste funkcije, saj imata funkciji F'in F'4 C isti odvod f. Iz izreka 4.6.5 sledi:

Izrek 5.1.1. Ce je F kak nedoloceni integral funkcije f, dobimo vsak drug
njen integral tako, da funkciji F' pristejemo konstanto.

Primer 5.1.1. V primeru 4.1.1 smo ugotovili, da je (sinz)’ = cos z, torej je

/cosxd:c = sin z.
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Na podoben nacin iz vsake formule v tabeli 4.1 dobimo pravilo za integral.
Tako poznamo integrale vseh funkcij, ki nastopajo v desnem stolpcu te tabele.

Ob tem se zastavi zprasanje, kaksna mora biti funkcija f, da bo imela svoj
nedolocni integral. Preden bomo lahko odgovorili na to vprasanje moramo
vpeljati pojem doloc¢enega integrala funkcije na nekem intervalu (ki na prvi
pogled z nedolocenim integralom nima ni¢ skupnega). Izkazalo se bo, da sta
oba na videz povsem razlicna pojma tesno povezana.

Doloceni integral

Do pojma dolocenega integrala najnaravneje pripelje problem racunanja plo-
s¢in krivocrtnih likov. Naj bo funkcija f na intervalu [a,b] zvezna in povsod
pozitivna: f(x) > 0. Radi bi izracunali ploséino S lika, ki ga omejujejo ta
krivulja, krajni ordinati x = a in x = b ter odsek abscisne osi.

Problema se lotimo tako, da namesto plos¢ine krivoértnega lika izra-
¢unamo ploscino stopnicastega lika, ki se danemu krivocrtnemu liku ¢im bolje
prilega.

&) f-—————

a Xi1& Xi

Slika 5.1: Integralske vsote so priblizek za plos¢ino lika pod krivuljo

V ta namen izberemo delitev intervala [a, b, to je mnozico n + 1 tock
D = {1’0, Ti1y-e-yTp—1, iL‘n},
za katere velja:

ro=a<1 <2< <z < b=y,



5.1. NEDOLOCENI IN DOLOCENI INTEGRAL 153

Te tocke razdelijo interval na n podintervalov [ry_1, 2] z dolzinami 0, =
T — xp_1, k = 1,2,...,n. Na vsakem podintervalu izberemo tocko &, €
[Tr 1,2, k = 1,...,n. Produkt f(&.)dx je enak ploséini pravokotnika, ki
ima J;, za osnovnico in visino f(&x). Vsoti vseh teh ploséin

op =Y f(&)0k = [(&)01 + F(&)0a+ - + [(§)dn, (5.1)

pravimo integralska vsota funkcije f in je priblizek za iskano ploscino, ki je

Omejitev f(z) > 0 pravzaprav ni potrebna. Integralske vsote lahko defi-
niramo tudi za funkcije, ki so kje na intervalu negativne. Zveza s ploscino je
podobna, ¢e ploscine likov pod osjo x obravnavamo kot negativne koli¢ine.

Naj bo funkcija f na intervalu [a, b] omejena in naj bo

m= inf f(z) in M= sup f(x).

a<z<b a<z<b

Ceje D = {zo,1,...,Tp_1,%,} delitev intervala, je tudi na vsakem podin-
tervalu [zx_1, zx] funkcija f omejena, za vsak k obstajajo

mp= inf  f(z) in My= sup f(x).

Th—1STETh zp—1<z<T)
Vsotam

Sp — kaék in SD = ZMk(Sk
k=1 k=1

pravimo spodnje in zgornje integralske vsote. Za vsako delitev D in za vsako
integralsko vsoto op velja:

m(b—a) <sp <op <Sp<Mb-a). (5.2)
Za spodnje in zgornje integralske vsote velja:

1. Ce delitvi intervala D dodamo dodatne delilne tocke, dobimo novo
delitev D’ D D ter je

SD/ZSD in SD’SSD- (53)

Ta lastnost spodnjih in zgornjih vsot se lepo vidi na sliki 5.3, natancen
dokaz bi zahteval precej besed in ga izpustimo.
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Slika 5.2: Spodnja in zgornja integralska vsota.

a Xia Xz X b

Slika 5.3: Spodnje in zgornje vsote.

2. Ce sta D in D’ poljubni delitvi, je sp < Spr. Drugace povedano: vsaka
spodnja vsota je manjSa od katerekoli zgornje vsote.

To lastnost dokazemo tako, da obe delitvi sestavimo v novo delitev
D" = DUD', ki vsebuje vse delilne tocke delitev D in D'. Zaradi (5.3)
je sp < sprin Spr > Spr, torej velja:

sp < spn < Spr < Spr.

Vse spodnje vsote so omejene navzgor, saj je sp < M (b — a) za vsako
delitev D. Vse zgornje vsote pa so omejene navzdol, saj za vsako delitev D
velja Sp > m(b — a). Zato obstaja

I, =supsp in I, =inf Sp.
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Definicija 5.1.2. Funkcija f je integrabilna na intervalu [a, b], ¢e je I} = I5.
Stevilo I = I} = I, imenujemo doloceni integral funkcije f na intervalu [a, 0]
in pisemo:

b
I= / f(z) da.
Drugace povedano,

Izrek 5.1.2. Funkcija f je integrabilna na intervalu |a,b], ¢e za vsak € > 0
obstaja taka delitev D intervala, da je

ASD — Sp < €.

Ce je funkcija integrabilna na intervalu [a, b], o¢itno velja

m(b—a) < / @) dz < M(b - a). (5.4)

Pri uporabi doloc¢enega integrala se pogosto sklicujemo na posledico ocene
(5.2): ce je funkcija f integrabilna na intervalu [a,b] in je (D,,) poljubno
zaporedje delitev, ki ima to lastnost, da gredo vse dolzine d; proti 0, ko
m — oo, ter je (0,,) pripadajce zaporedje integralskih vsot, potem je

b
lim o, :/ f(z)dx.

Primer 5.1.2. Izra¢unajmo ploséino lika, ki ga doloca krivulja y = z? nad
intervalom [0, 2].

Interval razdelimo na n enakih delov dolzine § = 2/n, delilne tocke so x), =
2k/n. Na vsakem podintervalu izberemo za & kar desno krajisce intervala,
torej tocko x, = 2k/n. Integralska vsota, ki jo tako dobimo je enaka

n n k 2 n
=3 2= (%) 2otk
k=1 k=1 k=1

Uporabimo dobro znano formulo (ki jo lahko dokazemo z matemati¢no in-
dukcijo):

—~ , nn+1)2n+1)
LT



156 POGLAVJE 5. INTEGRAL

1 2

Slika 5.4: Plos¢ina lika pod krivuljo y = x2.

in dobimo:
~ 8n(n+1)(2n+1)
" 6n3 '
Ko n — oo, je ploscina o, ¢edalje blize iskani ploscini in v limiti dobimo:
8
S =limo, = —-.
imo 3

Izrek 5.1.2 lahko uporabimo kot kriterij za ugotavljanje integrabilnosti
funkcij. 7 njegovo pomocjo lahko pokazemo integrabilnost treh razredov
funkcij.

Izrek 5.1.3. Funkcija, ki je zvezna na intervalu |a,b], je na tem intervalu
tudi integrabilna.

Dokaz. Ker je funkcija zvezna na zaprtem intervalu, lahko po izreku
3.2.13 za vsak € > 0 dobimo tak 6 > 0, da je |f(x) — f(y)| < /(b — a), ¢e
sta z in y poljubni tocki na intervalu, za kateri velja |z — y| < 6.

Vzemimo tako delitev intervala [a, b], da bodo dolzine vseh podintervalov
0 < ¢ in naj bo my natancna spodnja in M} natancna zgornja meja funkcije
f na podintervalu [zy_1, zx]. Potem je My —my < e za vsak k, zato je

e 9
S—S:Z(Mk—mk)5k<¥b_a5k:b_a-(b—a)ZE.

k
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Pravimo, da je funkcija f(x) na intervalu [a, b] odsekoma zvezna, ¢e ima
kon¢no mnogo tock nezveznosti in v vsaki od njih konéno levo in desno limito.

Izrek 5.1.4. Ce je funkcija f na intervalu [a,b] odsekoma zvezna, je inte-
grabilna.

Dokaza izreka 5.1.4 ne navajamo. Razlog, da izrek velja, je v osnovi tale: ¢e je f
odsekoma zvezna funkcija na [a,b] in so x1,...,x, tocke nezveznosti, lahko f na vsa-
kem intervalu [z;, x;41] posebej dopolnimo do zvezne funkcije, tako da njene vrednosti v
tervalih so potem integrabilne, vsota njihovih integralov je enaka integralu funkcije f po

celem intervalu.

Izrek 5.1.5. Vsaka monotona funkcija je integrabilna.

Dokaz. Naj bo funkcija f naras¢ajoca in naj bodo z, £k =0,1,...,n delilne tocke na
intervalu [a, b]. Ker je f narascajoca, je my = f(xg—1) in My = f(xx). Zgornja integralska
vsota je enaka S = >, f(xr)dk, spodnja integralska vsota pa s = >, f(zx—1)dk. Njuna
razlika je

S—s= [f(zx) = f(zr-1)]o.

k

Naj bodo delilne tocke dovolj goste, da so vse dolzine podintervalov d; < é. Razliko S — s
lahko ocenimo

S—s <> [flan) = flan-0)l0 =6 _[f(xn) = flax—1)] = 6[f(b) = f(a)].
k k

Ta razlika postane pri dovolj gostih delitvah poljubno majhna, zato je vsaka narasc¢ajoca

funkcija integrabilna. O

5.2 Lastnosti dolocenega integrala

Zaenkrat smo definirali doloceni integral

/a ’ f(z) dx

v primeru, ko je [a, b] interval, torej ko je a < b. Definicijo dopolnimo: ce je
b<a,je

/abf(x) iz — — /baf(a:) da. (5.5)
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. Iz definicije dolocenega integrala vidimo, da smemo integracijsko spre-

menljivko poljubno imenovati, tako da je

/abf(x)d:c:/abf(y)dy:/abf(t>dt_

. Iz relacije (5.5) sledi, da je doloceni integral, v katerem je spodnja meja

enaka zgornji, enak 0:
Q/f@Mx:—/ ﬂ@:O (5.6)

y

X

/ a C h

Slika 5.5: Integral na intervalu [a, b] je vsota integralov po podintervalih

3. Naj bo a < ¢ < b. Funkcija f je na intervalu [a, b] integrabilna natanko

tedaj, ko je integrabilna na obeh podintervalih [a,c] in [c,b]. Pri tem
velja relacija

lvmmzLV@m+[ﬂ@m (5.7)

Geometrijska vsebina te lastnosti je ocitena: ¢e lik pod krivuljo y =
f(z) nad intervalom |a, b] razrezemo pri x = ¢, dobimo dva lika, katerih
skupna ploséina je enaka ploséini prvotnega lika (slika 5.5).

Dokaz. Ker je f integrabilna na [a, b], obstaja taka delitev D intervala,
daje Sp—sp < ¢, kjer je € > 0 poljubno majhen. Ce delitvi D dodamo
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delilno tocko ¢, dobimo novo delitev D’ in velja Spr — spr < . Vsoti
Spr in sp razpadeta na dva clena:

spp=58+5", Sp=8+5"

kjer se vsoti ¢’ in S’ nanaSata na interval [a,c|, vsoti s” in S” pa na
interval [c,b]. Ker je

Spr—sp = (8"=¢)+ (8" =§") <e,
kjer sta oba ¢lena pozitivna, mora veljati tudi
S —s <e in §—-5"<e¢,
torej je f integrabilna na intervalih [a, c] in [c, b]. Za vsoto integralov

velja:

c b b
/f(:p)dx+/f(x)d:p:sups’Jrsups”:supsD/g/f(x)dx,

ceD’

c b b
/ f(x)dx +/ f(x)dx =inf S"+inf §" = ing Spr > / f(x)dz,
a c ceDr a

tako mora biti

/acf(a:)dx+/cbf(:c)dx:/abf(a:)d:v.
(]

4. Pouvprecéna vrednost integrabilne funkcije f na intervalu [a, b] je Stevilo

1 b
P:b—a/a f(x)dx.

Iz ocene (5.4) sledi, da je P med natan¢no spodnjo mejo m in natancno
zgornjo mejo M funkcije, torej

m< P <M.

Povprecno vrednost funkcije si lahko predstavljamo kot visino tistega
pravokotnika nad intervalom [a, b, ki ima enako plosc¢ino kot lik, ki ga
nad intervalom [a, b] doloca krivulja y = f(z) (slika 5.6).

Ce je funkcija f zvezna na [a, b], po izreku 3.2.17 o vmesnih vrednostih,
zavzame vse vrednosti med m in M, torej velja:
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—

X

a C b

Slika 5.6: Izrek o povprecni vrednosti

Izrek 5.2.1. Izrek o povpreéni vrednosti. Ce je f zvezna na
intervalu [a,b], obstaja vsaj ena tocka c € [a,b], kjer je

10 == [ f@ydi=p

5. Ce sta f in ¢ integrabilni funkeciji na intervalu [a,b] in ¢e za vsak = €
[a,b] velja f(x) < g(x), ]

.
[ @ s [ o

Dokaz. Pri vsaki delitvi D intervala je spodnja vsota (sp)s funkcije f
manjsa od spodnje vsote (sp), funkcije g. Tako je tudi

b b
[ 1@y de = sup(sp)s < sup(sn), = [ g(e) de
6. Ce je f(z) integrabilna na intervalu [a, b], je tudi | f(x)| integrabilna na

[a, b] in velja:
b
/ f(x)dx

Dokaz. Ce upostevamo, da za vsak z velja

—|f@)| < flz) <|f(@)],

< [ V@la
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sledi neposredno iz prejSnje lastnosti, da je

@i s @< [,

to pa je res natanko takrat, kadar je

[ swarl < [

5.3 Zveza med dolo¢enim in nedolo¢enim in-
tegralom

Racunanje dolocenega integrala s pomocjo integralskih vsot je lahko zamu-
dno in neprakti¢no. V tem razdelku bomo spoznali Se eno uporabno pot
do dolocenega integrala. Hkrati bomo odgovorili na vprasanje o obstoju ne-
dolocenega integrala.

Naj bo f zvezna funkcija na intervalu [a, b]. Za vsak = € [a,b] je f zvezna
na intervalu [a, ], zato obstaja

F(z) = / " @) dt. (5.8)

Tako smo dobili novo funkcijo, ki je defnirana na intervalu [a, b].

Izrek 5.3.1. Funkcija F(z), definirana s predpisom (5.8) je zvezna na [a,b].
Drugace povedano: Doloceni integral je zvezna funkcija zgornje meje.

Dokaz. Ce spremenimo vrednost neodvisne spremenljivke x za h, se vre-
dnost odvisne spremenljivke y = F'(x) spremeni za

AF:F(az+h)—F(az):/m+ f(t)dt—/xf(t)dt:/H £() dt.

Po izreku 5.2.1 o povprecni vrednosti obstaja tako stevilo € = x 4+ 0h med z
inz+h(tj 0<6<1), daje

/ = b o), (5.9)
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Ker je f zvezna funkcija, je na [a, b] tudi omejena, zato je razlika

lim AF(z) = }Lirr(l)hf(x + 6h) = 0.

h—0

t

Naslednji izrek opisuje zvezo med dolocenim in nedolo¢nim integralom
neke funkcije in je osrednjega pomena. Po eni strani daje odgovor na vpra-
Sanje o obstoju nedolocenega integrala zvezne funkcije f, po drugi strani pa
omogoca izpeljavo uporabne formule za racunanje doloc¢enih integralov.

Izrek 5.3.2. Osnovni izrek integralskega rac¢una Funkcija F(x), defi-
nirana z enacbo (5.8), je odvedljiva na intervalu [a,b], njen odvod je

Fla) =2 [ f0)dt = fo)

Drugace povedano: doloéeni integral F(x) kot funkcija zgornje meje je nedo-
loceni integral funkcije f(z).
Dokaz. Enacbo (5.9) lahko zapisemo kot

F(z+h)— F(x)
h

= f(z + 0h).

Ko h — 0, konvergira f(z + 0h) — f(x), zato je

F'(z) = lim F(“hf)L_F(x) — f(2).

h—0

Od tod neposredno sledi:
Izrek 5.3.3. Vsaka zvezna funkcija ima nedoloceni integral.

Naj bo G(z) poljuben nedoloc¢eni integral funkcije f(z). Ker se dva ne-
dolocena integrala funkcije f razlikujeta le za aditivno konstanto, je

Glz) = /xf(t) di+C.
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Ce v to zvezo vstavimo x = a, dobimo vrednost konstante C:

G(a):/af(t)dt+(]:0,

zato je N
/ f(t)dt = G(x) — G(a).

Ce vstavimo z = b, dobimo dobro znano in zelo uporabno Newton!-Leibni-
zovo formulo za racunanje dolocenih integralov:

Izrek 5.3.4. Newton-Leibnizova formula Ce je f zvezna funkcija na
intervalu [a,b] in F' njen poljuben nedoloceni integral, je

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
Pri racunanju dolocenih integralov veckrat uporabljamo simboli¢en zapis

[F@);=, = F(b) = Fl(a)

r=a

Ko uporabljamo Newton-Leibnizovo formulo ne smemo pozabiti na pred-
postavke, pri katerih velja. Pokazimo na primeru, kaksnim napakam se mo-
ramo izogibati pri njeni uporabi.

Primer 5.3.1. Vsak nedoloceni integral F' je po definiciji odvedljiva, torej
zvezna funkcija. Funkcija F' v Newton-Leibnizovi formuli je lahko sicer ka-
terikoli nedoloceni integral funkcije f, vendar pa mora biti zvezna na celem
intervalu. Vzemimo na primer funkcijo

1 2x
F(z) = 5 arc tg 2
Ce izracunamo odvod
1 1 — 22 + 222 1

F'(z) = = ,
1+ (1i222)2 (1 - LL’2)2 1+ 22

1Sir Isaac Newton (1642-1727), angleski matematik, fizik in astronom, skupaj z G. W.
Leibnizom zacetnik diferencialnega in integralnega racuna.
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se lahko zazdi, da je F' nedoloceni integral funkcije

fla) = —

T 1+ a2
in jo uporabimo pri racunanju integrala

/Oﬁf(ﬂt)d:c:/o\/g ! ~dx = F(v/3) — F(0)

1+=x

1 1
= jarc tg(—v/3) — 3 arc tg 0.

Ker je arctg0 =0 in arctg(—/3) = —7/3, dobimo rezultat

Vi
/ de = —7/3.
0

1+ 22

To ni pravilen rezultat, kajti funkcija pod integralom je na integracijskem
intervalu povsod pozitivna in mora biti tudi njen integral pozitiven.

Napaka je seveda v tem, da F'(x) ni nedoloceni integral funkcije f(x), ker
F ni zvezna na intervalu [0, v/3] — v tocki 1 s tega intervala funkcija F' sploh
ni definirana, kaj Sele da bi bila tam zvezna in odvedljiva.

Za nedoloceni integral funkcije f(z) = 1/(1+ z?) lahko vzamemo funkcijo
F(x) = arctgx, ki je zvezna funkcija, ki je zvezna funkcija na intervalu
(—m/2,7/2). Pravilen racun je torej

Vi
/o e dr = arctg V3 — arctg 0 = 7/3.

5.4 Pravila za integriranje

Racunanje nedolocenega integrala neke funkcije je odvajanju inverzna ope-
racija, zato dobimo tabelo 5.1 elementarnih integralov iz tabele odvodov
elementarnih funkcij (tabela 4.1).

Prav tako so pravila za integriranje preproste posledice ustreznih pravil za
odvajanje. Zaradi tesne zveze med dolo¢enim in nedolo¢enim integralom je v
vecini primerov dovolj, ¢e navedemo ustrezno pravilo za racunanje nedolo¢nih
integralov.
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funkcija integral opomba
r+1

[ a"dx %—%C r#4—1
f‘é—x log |z| + C
[ a*dx k?gaJrC a>0;a#1
[e*dx et +C
fcosxd:p sinx +C
fsinxdx —cosz +C
fc05123: x tgx + C

1 _
fsiHQxdx ctgx + C
f\/llﬁd:ﬁ arcsinx + C

—x
flJrle dz arctgz + C
fchxdx she +C
[shadx chx +C
fchl%dz thz +C
fShIQxd:L’ —cthox +C

1

] 2

f\/mdx og(x + Va2 +a)+C

Tabela 5.1: Tabela elementarnih integralov
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1. Ce sta f in g integrabilni funkciji, sta integrabilni tudi njuna vsota in

razlika in velja

Dokaz. Naj bo F(z) = [f(z)dz in G(z) = [g(z)dz. Ker je F'(z) =
f(z) in G'(z) = g(x), je

[F'(2) + G'(2)] = [F(2) + G(2)]" = f(2) + g(2),

zato je F' + G nedoloceni integral funkcije f 4 g, podobno velja tudi
za razliko. To pravilo lahko razsirimo na vsoto poljubnega konénega
stevila funkcij. Vsoto funkcij torej lahko ¢lenoma integriramo. O

Primer 5.4.1.

3 2
/(xQ—x+1)dx:%—%+x+C.

. Ce je f integrabilna funkcija in k konstanta, je funkcija kf tudi inte-

grabilna in velja
/kf(a:) dr =k / f(z)dx. (5.12)

Konstantni faktor smemo izpostaviti pred znak integrala.

Dokaz. Ce je F(x) = [ f(z)dxz, potem je
kF(z)]" = kF'(z) = kf(2),

torej je kF'(x) nedoloceni integral funkcije kf(x). O
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Primer 5.4.2. Izracunajmo integral

/3x2dx23/x2dx::c3+0.

Splosno je integral polinoma

ap,
n+1

spet polinom, njegova stopnja se pri integriranju zvisa za 1. [

/(anx"+---+a1x+a0)dx: x"+1+---+%x2+aox+0

3. Vpeljava nove spremenljivke. Ce je = = x(t) odvedljiva funkcija,

je
/ f(z) do = / Fle(O]2 (1) dt. (5.13)

Dokaz. Odvod nedolocenega integrala F(z) = [f(x)dx je f(x).
pravilu za posredno odvajanje je

dF(z(t)) dF(x) dx

d dx dt

_ / Pl @) (1) dt

Kadar pri racunanju integralov uporabimo formulo (5.13) pravimo, da
smo vpeljali novo spremenljivko. S pametno uvedbo nove spremenljivke
si lahko olajSamo integracijo.

Primer 5.4.3.

= [(2)'(2),

zato je

O

(1) Integrale oblike
f'(z)

(5.14)

kjer je f poljubna odvedljiva funkcija, lahko izracunamo z vpeljavo
nove spremenljivke u = f(z). Njen diferencial je du = f'(x) dzx in
imamo
/
f'a)

()

d
:/;u:log|u|+C’=10g|f($)|+C'
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Na primer:

/tg:cda::/Smxd:c:—log|cosx\+0.

COS T

(2) Recimo, da je
/f(x) de = F(z)+ C.

Izrac¢unajmo integral premika f(x + a) in raztega f(ax) funkcije
f(z). Naj bo u = x + a. Potem je du = u'(x)dx = dz, torej je

/f(a:+a)da: = /f(u(a:))d:c (5.15)
:/f(u)du = Fu)+C=F(zx+a)+C.

Naj bo u = ax. Potem je du = adx in
[ tar)ds = [ sat) do

= /f(u)ci—u = %F(u) +C = lF(cwc) +C.

a

Nekaj konkretnih primerov:

e Kker je

2 PAVEA:
/\/dezgfﬂg/2+cz \gx_+07

sledi iz pravila (5.15) za integral premika

/\/x—irada:: %x/(:c+a)3+0;

e ker je

1
/1+x2 dr = arctgr + C, je

d 1
/7x = —arctg(azx) + C;

14+a222 a
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e izracunajmo integral

1 2
/COSQxdx:/ydx

1 1
25 <x+§sin2x) +C.

Pri vpeljevanju nove spremenljivke v doloceni integral moramo paziti
na meje. Pravilo se v tem primeru glasi takole:

Vpeljava nove spremenljivke v doloceni integral. Naj bo f zve-
zna funkcija. Ce je funkcija # = x(t) monotona, zvezno odvedljiva na
intervalu [, 8] in je x(«) = a in x(B) = b, velja formula

b B
/f(:p)dx:/ flxe()]2'(t) dt. (5.16)

Primer 5.4.4. Integrale, v katerih nastopajo koreni kvadratnih izra-
zov, lahko pogosto pois¢emo s pomocjo ustrezne trigonometricne ali
hiperbolicne substitucije.

(1) V integral
[:/ va? — x%dx
0

vpeljimo novo spremenljivko s predpisom x = asint. Potem je
dx = acostdt, prit =0jex =0, prit=7/2je x = a in funkcija
x(t) = asint je monotona, zvezno odvedljiva na intervalu [0, 7/2],
zato je

a w/2
I:/ \/az—xzdx:aQ/ V1 —sin?t - cost dt.
0 0
Ker je cost > 0 za vsak t € [0,7/2], je

V1 —sin?t = Vcos?t = cost,

torej je

w/2 aQ 1 w/2 7TCI,2
I=a’ tdt = | — —sin?2 =
a /0 CcoS {2 (SL’+2SIH x)} 1
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(2) S substitucijo x = sht, zato do = chtdt izra¢unajmo integral
dz
VP T

Dobimo

dt —cht —vaz+1
—5— = —ctht+C = C=——+C.
/sth ctht sht + x +

4. Integracija po delih (Integratio per partes)

Metodo dobimo iz formule za odvod produkta dveh funkcij. Naj bosta
u in v odvedljivi funkciji. Zanju velja

(uwv) = u'v + ud,

zato je po definiciji dolocenega integrala

uv:/u'vdx+/uv'dx.
/uv'd:c:uv—/u'vd:c
/udv:uv—/vdu. (5.17)

Primer 5.4.5. Integracija po delih:

Od tod dobimo

ali krajse

1. Tipicen integral, ki ga racunamo z integracijo po delih, je

I= /(x— 1)sinz dz.

Vzemimo
r—1=wu, sinzdr=dv,
dx = du, —cosx =w,

in je

I=—(x— l)cosx+/cosxd:p = —(x —1)cosz +sinz + C.
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2. Izracunajmo Se

Naj bo
T =u, i J:;Z)Z dxr = dv,
de = du, /(1 +xx2)2 N _2(1ix2) v
in
I = —ﬁ +%/ﬁdw

T n arctgx
2(1 4 22?) 2

5.5 Integrali elementarnih funkcij

Racunanje integralov je dosti bolj zapleten problem kot ra¢unanje odvodov.
Za vsako funkcijo, ki je sestavljena iz elementarnih funkcij vedno obstaja
tocno dolocen postopek, s katerim izracunamo njen odvod, ta se spet izraza
z elementarnimi funkcijami. Za integrale to Se zdale¢ ne velja, saj na primer
ni pravila, ki bi natanéno povedalo, kako izracunati integral produkta ali
kvocienta dveh funkcij. Se ve¢ — integral funkcije, ki se izraza kot produkt,
kvocient, potenca ali kompozitum elementarnih funkcij, se pogosto ne izraza
vec z elementarnimi funkcijami. Tako sta, na primer integrala

sin T X 2
/ dx in / e’ dr,
x

povsem novi funkciji, ki ju ne moremo izraziti z vsoto, produktom, potenco ali
kompozitumom elementarnih funkcij. Za nekatere razrede funkcij pa vseeno
obstaja algoritem za racunanje nedolocenih integralov. Veliko teh algoritmov
je uporabljenih v razliénih ra¢unalniskih programih za simboli¢no racunanje,
s pomocjo katerih lahko zelo uspesno racunamo nedolocene integrale. Za
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boljSe razumevanje delovanja teh programov in tudi samega pojma integrala
bomo v tem razdelku bomo opisali nekaj takih algoritmov.

Dolocene integrale lahko zelo uspesno racunamo tudi s pomocjo razlicnih
numeri¢nih metod, ki jih tu ne bomo obravnavali.

Integrali racionalnih funkcij

Primer 5.5.1. Zacnimo z nekaj znacilnimi zgledi integralov racionalnih funk-
cij:

1. Integral
2?2 +1
=[] ——dzx
/ (x—1)3
brez tezav izracunamo z vpeljavo nove spremenljivke ¢ = x — 1. Tako
jex=1t+11in dx = dt:

13

= / 2?27 dt
2 1

= lOgt———t—2+C

Na podoben nacin izracunamo vse integrale oblike

_ P () "
1_/7( da. (5.18)

T —a)"

7 novo spremenljivko ¢ = x — a, dt = dx integral prevedemo na

I:/L(GH) dt:/Sm—(t)dt,

tn tn
kjer je S,,(t) polinom.

2. Funkcija v integralu

2 4
[:/de
224+ 2x +2
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ima v imenovalcu nerazcepno kvadratno funkcijo (njena diskriminanta
D je enaka —4). Zapisemo jo kot vsoto dveh ¢lenov, kjer ima prvi clen
v Stevcu odvod imenovalca:

20+4  AQ2r +2) N B
22420 +2 22420+2 2242042

Konstanti A in B dolo¢imo iz enacbe
20 +4=AQ2x+2)+ B

tako, da izenac¢imo koeficiente pri potencah spremenljivke x:
2A=2 in 2A+ B =4,

od koder dobimo A =1, B=2in

(2z + 2) dx dz
I= | ——+4+2 [ —.
x2+2x+2 x2+2x+2
Prvi integral je oblike (5.14) in ga Ze poznamo, drugega prevedemo na

elementaren integral tako, da imenovalec zapisemo kot vsoto popolnega
kvadrata in konstante:

dx dx
/x2+2x+2 /(x+1)2+1 arctg (z + 1)+ C

in dobimo

I =log(z® + 2x + 2) + 2arctg (z) + C.

Podoben postopek lahko uporabimo za racunanje poljubnega integrala

oblike ;
[ = / _rD g (5.19)
T +pr—+q

kjer je imenovalec nerazcepna kvadratna funkcija. Integral take oblike
se vedno izraza kot vsota

20 +p

V=D

kijer je D = p? — 4q diskriminanta kvadratne funkcije 22 4 px + ¢, Stevec
22 +p = (2° + pxr + q)’ pa njen odvod.

I = Alog(2® + px + q) + Barctg +C,
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3. Funkcijo v integralu

2+ 2 r? 42
—————dr = dx
3+ 2?2 — 2z z(x —1)(z +2)

zapisemo kot vsoto parcialnih ulomkov:

2 +2 A B C
==+ + .
zz—1)(x+2) = z—-1 x+2

Koeficiente A, B in C' dolo¢imo iz enacbe
2 +2=A(x - 1)(z+2)+ Br(z +2)+ Cao(z — 1),

ki mora veljati pri vsakem . Ce vanjo vstavimo = = 0, dobimo A = —1.
Pri x =1 dobimo B =1, pri z = —1 pa C = 1. Od tod sledi:

/ x2 42 /dx / / dx
:c3+:1:2—2a: z—1 T+ 2

(z — 1)(x+2)’

= —log|z| +log |z — 1| +log |z + 2| + C = log +C.

Podoben postopek kot v zadnjem primeru lahko uporabimo pri ra¢unanju integrala
poljubne racionalne funkcije

Po(®) _ pma™ 4+ po

Qn(z) GnT" + -+ qo ’

(5.20)

kjer je polinom P, stopnje m in polinom Q,, stopnje n. Ce je m > n, polinoma delimo in

dobimo
Pp(x) Ry (z)

Qn(z) o Qn(r)’
kjer je A,,—n polinom stopnje m — n, Ri(x) pa je ostanek pri deljenju, ki ima stopnjo
k <n.
Racionalno funkcijo

(z) +

Ry (z)
Qn(x)’
lahko zapisemo kot vsoto parcialnih ulomkov, ki imajo v imenovalcu nerazcepne faktorje

polinoma @), in integriramo vsak ¢len posebej. Integral tako razpade na integrale posa-
meznih ¢lenov, med njimi pa so lahko le funkcije naslednjih oblik:

k<n
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uj(xr)
1. —L
(x_a/)z’ j < ll/?

ar +b

. —5————, z diskriminanto D = p?> —4qg < 0 in
e+ pxr+q

vi(x
%, j < 2i.
(2% + pz + q)°
Integrala prve in druge funkcije smo ze izracunali, s tretjim integralom je ve¢ dela. Iz-
racunamo ga tako, da z ustreznimi substitucijami in z integracijo per partes (tako kot v
primeru 5.4.5) znizamo stopnjo ¢ in ga prevedemo na integral druge vrste. Ce posamezne

integrale sestejemo, dobimo splo$no obliko integrala racionalne funkcije:

I

Si—
St 5 Aol + 3 By lose7+ o+ )
! : j
j J
2x + p;
+ZCjarctg _D;+Da
J

kjer v imenovalcu T;(z) nastopajo vsi nerazcepni faktorji funkcije @, (z) s potenco, ki je
za 1 manjsa od prvotne, (x —a;) so vsi linearni nerazcepni faktorji polinoma @,, (a; so vse
realne nicle polinoma Q,,), 2%+ p;x + ¢; pa so vsi nerazcepni kvadratni faktorji v razcepu
polinoma @, (D; so njihove diskriminante).

Primer 5.5.2. Integral

/ 2 —at+ar+1
= | ———————dx
22(22 + 1)2
je vsota
Ax®> + Bx +C
= % + Dlog |z| + Elog(z* + 1) + Farctgz + G. (5.21)

Neznane koeficiente A, B, C, D, E in F dolo¢imo tako, da enacbo (5.21) odvajamo

2 —a'+ax+1 (2 +x)(24z + B) — (A2? + Bz + C)(32% + 1)
$2($2+1)2 - $2($2+1)2
D 2Fx F

+;+$2+1+x2+1’

pomnozimo s skupnim imenovalcem
P —zt+x+1 = 24z* +242% + Bz® + Bx — 3A2*

—3Bz® —3C2? — A2?> — Bz — C
+D(z° 4 223 + x) + 2E23(2® + 1) + Fa? (2% + 1)
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in primerjamo koeficiente pri vsaki od potenc spremenljivke z. Tako dobimo sistem line-
arnih enacb

+D +2F = 1

—A +F = -1
—2B +2D +2F = 0

A -3C +F = 0
D = 1

—C = -1

od koder izra¢unamo koeficiente
A=2 B=1, C=1, D=1, E=0, F=1,
in integral je enak

222+ +1
I= m+log|x|+arctgw+6‘.

Integrali nekaterih algebraicnih funkcij

Oglejmo Se nekaj tipicnih integralov, ki jih lahko s primerno substitucijo
prevedemo na integrale racionalnih funkcij ali kako drugace integriramo.

Iz/@/l_xdx
1+=x

prevedemo na racionalen integral z vpeljavo nove spremenljivke

1. Za¢nimo s primerom:

Primer 5.5.3.

l—x 2 1—1¢2 —4t dt
= rT = — xrT = ———
1+ ’ 1+ ¢ (1+2)?
in dobimo
2 J
[ =—-4 | ——=dt
/ (1 + t2)2 )
to pa smo ze izracunali v primeru 5.4.5. ]

Na podoben nacin lahko integral vsake funkcije, ki se izraza kot racio-
nalna funkcija razlicnih korenov istega ulomljenega linearnega izraza
(az +b)/(cx 4+ d), prevedemo na integral racionalne funkcije.
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2. Integrale, ki vsebujejo izraz v ax? + bx + ¢ lahko pogosto izracunamo s
kaksno trigonometri¢no ali hiperboli¢no substitucijo (glej primer 5.4.4).
Za integrale oblike

I= / da (5.22)
var?+bxr +c

pa lahko vnaprej uganemo, s kaksnimi funkcijami se izrazajo, kajti
funkcijo pod integralom lahko vedno zapisemo v obliki
Py (x)
Vax? +bx +c

/ A
= (Qua(@)Var? +br +¢) + .
(Q i(@)vaz v C> var? +bx +c

Od tod dobimo

Ad
I =Qu 1(v)Vazr®> +br+c + : :
var? +br +c

integral, ki je ostal lahko prevedemo na elementaren integral tako, da
izraz pod korenom dopolnimo do popolnega kvadrata.

Primer 5.5.4. Napisimo nastavek za integral
2 _2r—1
I = /\/:EQ—Z:E—ldx: de
Va?— 2:5 —

= (Ax+B)\/ﬁ+>\/ S

Neznane koeficiente A, B in A doloc¢imo tako, da to enacbo odvajamo:

2 —2rx—1
Vi -2z —1

Az + B)(z — 1) A
N v - ,
* T vV -2z —1 Vi -2z —1

pomnozimo z imenovalcem vx? — 2x — 1

2 =20 —1=A(x> 20— 1)+ A@@* —2) + B(x — 1) + ),
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in primerjamo koeficiente na obeh straneh, da pridemo do sistema li-
nearnih enach:

24 = 1
_3A +B = 2
~A -B 4+C = -1,

od koder dobimo A =1/2, B=—1/21in C = —1. Ker je

/\/a:Q—deﬁ
dx
N /\Kx—D2—2

je konéni rezultat

1
I= a(x—l)\/xQ—Qx—l—log

:log):p—1+\/x2—2x—1),

x—1+\/x2—2x—1’.

3. Integrali oblike
[ VR@ s

kjer je P,(z) polinom stopnje n > 2 se ne izrazajo vedno z elementar-
nimi funkcijami. Ce je n = 3 ali n = 4 jim pravimo elipticni integrali
in jih lahko z ustrezno vpeljavo nove spremenljivke prevedemo na eno

od naslednjih oblik:

elipti¢ni integral prve vrste

/ dx
V=) (1 — i)

2% dx o
\/(1 (1 = kea?) elipti¢ni integral druge vrste
— — 12y

dz
/(1+hx2)\/(1—x2)(1—k2x2)

elipticni integral tretje vrste,

ki so vsi neelementarne funkcije.

4. Integrale oblike
I= /xm(a + bx")P dx, (5.23)
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kjer so eksponenti m, n in p racionalna stevila, a in b pa poljubni,
od 0 razli¢ni realni konstanti, imenujemo binomski integrali. Binomski
integrali se izrazajo z elementarnimi funkcijami samo v naslednjih treh
primerih:

(1) pje celo stevilo — v tem primeru se integral s substitucijo t = ¥,
kjer je k imenovalec ulomka m, prevede na integral racionalne
funkcije;

(2) (m + 1)/n je celo stevilo — v tem primeru vpeljemo novo spre-
menljivko kot a + bx™ = t°, kjer je s imenovalec ulomka p;

(3) p+ (m+1)/n je celo stevilo. Novo spremenljivko v tem primeru
vpeljemo kot ax™ + b = z°, kjer je s imenovalec ulomka p.

Kadar binomski integral ne ustreza nobenemu od teh treh primerov,
ga ne moremo izraziti z elementarnimi funkcijami.

Primer 5.5.5. Izracunajmo integral

e / dx
V1423
To je binomski integral (5.23) z m = 0, n = 3 in p = —1/3, zato novo

spremenljivko vpeljemo kot 272 + 1 =3, oz 23 = 1/(t* — 1), od koder
je —3x~*dx = 3t*>dt. Tako dobimo

[ / 23 dx B / —tdt
) A3 r1 ) B3-1
kar je integral racionalne funkcije, ki ga znamo izracunati:

1. #+t+1 1 2t +1
I:—logi——arctg;JrC.

67 (-1 V3 V3

Konéni rezultat dobimo ko vstavimo ¢t = v/1 + 23 /. ]

Integrali trigonometricnih funkcij

Pri integraciji trigonometriénih funkcij si pogosto lahko pomagamo z znanjem
trigonometrije.
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1. Integrale oblike
I= / cos™ xsin" x dx (5.24)

najlaze izra¢unamo, e je vsaj eden od eksponentov liho stevilo. Ce je,
npr., m = 2k + 1 liho stevilo, vzamemo za novo spremenljivko ¢t = sinx
(torej dt = cosx dx) in dobimo, upostevajoc se zvezo cos? x = 1 —sin’z,
da je

I = /(1 — %)kt dt.
To je integral polinoma, kadar sta eksponenta pozitivni stevili, sicer pa
integral racionalne funkcije.

Ce pa sta oba eksponenta v integralu (5.24) sodi stevili, v integrandu
znizamo eksponente s pomocjo formul

1-— 2
sinr = # (5.25)
1 2
cos’r = y (5.26)
in 2
sinxcosr = Sm2 L (5.27)

Primer 5.5.6. Izracunajmo integral

I = /sin4:p0082xd:p = /sin2 2x(1 — cos 2z) dx

| —

1 1

= 15 (1 — cosdx) dx — 3 /sin2 2z d(sin 2z)
r  sindr  sin®2z

= == — C
16 64 48 *

2. Integrale oblike

/ sin max sin nx dx, / sin mx cos nx dx, / cos mx cos nx dx



5.5. INTEGRALI ELEMENTARNIH FUNKCIJ 181

poenostavimo s pomocjo formul
1

sin mzx sinnx = é(cos (m —n)x — cos (m +n)x), (5.28)
1

sin ma cos nx = a(sin (m —n)x +sin (m + n)x), (5.29)
1

COS MX COSNT = §(cos (m —n)x + cos (m +n)x). (5.30)

Primer 5.5.7. Izracunajmo integral

1 1
/sin5xcosxda: = 5/sin6xd:€+§/sin4xdaz

—1 1
= = — Zcosdz + C.
15 cos 6 g €08 x4+ C
[
3. Integrale oblike
I= /R(sin:c,cosx) dz, (5.31)

kjer je R racionalna funkcija spremenljivk sin x in cos x, lahko z uvedbo
nove spremenljivke ¢t = tg(x/2) prevedemo v integral racionalne funk-
cije, saj se sinx, cosz in dz izrazajo kot racionalne funkcije s tgz/2:

2l 2. 2 2t
sing = — S;M/ cosc/2 (5.32)
sin” /2 + cos? /2 1+t
in?x/2 — cos®x/2 1—t?
cosr = s%n2 z/2 — cos”w/ = (5.33)
sin” /2 + cos? /2 1+t
2dt
r =2arctgt; dr = e (5.34)

Primer 5.5.8. Izracunajmo integral

I—/ dx
| 1+sinx +cosx’

7, zgornjo substitucijo dobimo

/ 2 dt / dt
I = _
1+82+2t+1412) 1+¢2

— log (1+tg(r/2)) + C.
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4. Kadar v integralu (5.31) funkcija R zadoSca relaciji

R(—sinz, —cosz) = R(sinz, cosx),

(tj. takrat, kadar so vsi ¢leni funkcije R sode stopnje), pridemo do
integrala racionalne funkcije u¢inkoviteje z uvedbo nove spremenljivke
t=tgux, saj je

t

sinx = e (5.35)
1

cosr = e (5.36)
dt

Ceprav substitucija sama ni racionalna, je njen rezultat, zaradi pred-
postavke o sodih stopnjah, vedno integral racionalne funkcije, ki je
praviloma za polovico nizje stopnje, kot ¢e bi uporabili substitucijo

t =tg(z/2).
Primer 5.5.9. Izracunajmo integral

I = / _dz
1+ cos?x
Nova spremenljivka bo ¢ = tgz, upostevamo (5.35-5.37) in imamo

;o / dt _/ dt
1+2)(1+ %) 2+ t2

1 t 1 t
= —arctg—+C:—arctgﬂ+C’

V2 V2 V2 V2

Integrali transcendentnih funkcij

Med integrali transcendentnih funkcij je veliko takih, ki jih ne moremo izraziti
z elementarnimi funkcijami, nekatere pa s primerno substitucijo ali integracijo
po delih prevedemo na racionalne.
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Primer 5.5.10.

1. Integrale oblike

/R(ex) dz,

kjer je R racionalna funkcija, prevedemo na racionalne integrale s sub-
stitucijo t = e*, z = logt, dz = dt/t. Na primer

[:/thxd:c:/idaz
er +e 7%

/t—l/t dt / 2 —1
= ¢ — = 7dt
t+1/t t t(t2+1)

Funkcijo pod integralom razcepimo na parcialne ulomke:

t*—1 14+Bv+c
tt2+1) t o 2+17
=1 = A +1)+ (Bt+O)t,

od koder sledi

n

1 2t
I = — [ -at dt
/t +/ﬁ+1

t2+1
— _log|t| + log(? + 1) + C = log |

e

2. Ce v integral
I = / arctgx dr
vpeljemo

u= arctgxr, dv =dz,

dx
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dobimo

[ /
1 X

= xarctgxr +logv1+ a2+ C.

dx

5.6 Nepravi (posploSeni) integrali

Doloceni integral smo definirali ob predpostavki, da je integracijski interval
konc¢en, funkcija, ki jo integriramo, pa omejena. V tem razdelku bomo po-
jem integrala posplosili tudi na funkcije, ki niso omejene, in na neskoncna
integracijska obmocja.

Vzemimo najprej, da je integracijski interval [a, b] koncen, funkcija f pa
na njem ni omejena. Naj bo funkcija f zvezna na [a,b), v tocki b naj ima
pol.

Izberimo si pozitivno $tevilo € < b — a. Na intervalu [a, b — £] je funkcija
f zvezna, zato tudi omejena, in doloceni integral

b—e

I(e) = f(z)dx (5.38)

obstaja.

Definicija 5.6.1. Ce obstaja limita integrala I(¢) (5.38), ko ¢ — 0, ji
pravimo posploseni ali nepraviintegral funkcije f na intervalu [a, b] in pisemo:

b—e

b
/a f(x)dx:lii%l(e):li{% ’ f(z)d.

Ce ima f pol v tocki @ in je drugod na (a, b] zvezna, definiramo podobno:

b b
/ f(x)dr =lim f(x)dx,

e\.0 ate

¢e ta limita obstaja.
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Kadar ima f pol v kaki notranji tocki ¢ € [a, b], interval razdelimo na dva
podintervala [a, ¢] in [¢, b] ter poiséemo limiti

/f daz—hm/ () da + Jim bf()

c+n

Primer 5.6.1.
1. Razis¢imo obstoj integrala

1
d
=1 % p<o.
o ¥

Funkcija 1/2? ima pol v x = 0, zato je po zgornji definiciji

1 21t
I =lim z Pdr = lim .
e\.0 c eNo | 1 — pl.

Ce je p < 1, limita na desni obstaja in je enaka 1/(1 — p), e je p > 1,
pa funkcija 1/eP~! z ¢ — 0 divergira proti co in integral ne obstaja.

2. Preverimo integrabilnost funkcije 1/(3—x)? na intervalu [1, 3]. Funkcija
ima pol pri z = 3, zato je

/3 de F da
, B3—2)2 o)y (3—a)?

, 1 1P 11
= lim =lim—- — —,
N0 |3 —2x 1 e\o0 € 2

ta limita pa ne obstaja, zato funkcija 1/(3 — z)? ni integrabilna na
intervalu [1, 3]. u

Naj bo funkcija f(x) definirana in omejena na neomejenem intervalu, na
primer [a, 00) in naj bo integrabilnana vsakem konénem podintervalu [a, b].

Definicija 5.6.2. Ce obstaja limita

_blglolo/ Ut
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ji pravimo posploseni ali nepravi integral funkcije f na intervalu [a,00) in
piSemo:

/OO f(z)dx = blim bf(:c) dzx.

Podobno definiramo integral na intervalu (—oo, b]. Integral na intervalu
(—00,00), ki je na obe strani neomejen, je enak

00 b
/ f(x)der = EIP ’ f(z)dx + blim f(x)dx,

a 0

in obstaja, ¢e obe limiti obstajata in sta koncni.

Primer 5.6.2. Izracunajmo:

% J b 1-p 70 bl—p 1
1(p)=/ ™ —tim [ 27 de=lim [—x } — lim E——
1 P b—oo Jy b—oo 1—p 1 b—»ool—p 1—p

Ce je p < 1, integral ne obstaja, za p > 1 je I(p) = 1/(p — 1). [ |

Vrednost posplosenega integrala lahko priblizno izracunamo tako, da ga
nadomestimo z dolo¢enim integralom, ki se od posplosenega le malo razlikuje,

na primer
00 b
| twan~ [ s,

za dovolj velik b. Pri tem pa moramo vedeti, ali posploseni integral sploh
obstaja, zato navedimo Se nekaj kriterijev, s katerimi si lahko pomagamo pri
ugotavljanju obstoja posplosenih integralov.

Limita v definiciji 5.6.2 obstaja natanko takrat, kadar se vrednosti inte-
grala funkcije f na intervalih [a, b1] in [a, bs] ne razlikujeta dosti, ¢e sta by in
by dovolj veliki stevili. Drugace povedano:

Izrek 5.6.1. Integral funkcije f na intervalu [a,o0) obstaja, natanko takrat,
kadar za vsak € obstaja tak b, da je

b1
= flz)dx

b2

b1 b2
f(z)dx — f(z)dx

a a

<e,

ce sta by, by > b.
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Podoben sklep lahko zapisemo za integral funkcije f na intervalu [a,b],
kjer ima pol. S tem opisom si lahko pomagamo, da dokazemo naslednji izrek:

Izrek 5.6.2. (Primerjalni kriterij) Naj bo g(x) > 0 taka funkcija, defini-
rana na [a,00), da za vsak x € [a, 00) velja | f(x)] < g(x). Ce obstaja integral
funkcije g na [a,0), obstaja tudi integral funkcije f na [a,o0).

Dokaz je preprost: za vsak ¢ obstaja tak b, da je

ba

ba b2
(x) dx </b |f(ac)|dx</b g(z)dz <e,

b1

ce je b < by < bs. O

Primerjalni kriterij smo srecali Ze pri ugotavljanju konvergence vrst. Tako
kot pri vrstah, ga lahko tudi pri integralih uporabljamo v obe smeri: z njim
lahko dokazemo, da integral funkcije f obstaja, ali pa, da integral funkcije g
ne obstaja.

Podoben kriterij lahko zapisemo za integral na omejenem intervalu, kjer
ima funkcija pol.

Primer 5.6.3.

1. Integral

/ T g (5.39)
1

obstaja, ker za vsak x € [1,00) velja | cosz| < 1, torej tudi |27 cos x| <
273, in ker obstaja integral

r—00 1

/OO 3 dr = lim [—2:10_2}m = 2.
1

2. Prav tako obstaja integral

/1 dz
0 VIt
saj je za vsak x € (0,1]

1 1
N
VI+ Jr T Jx)
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integral

pa oc¢itno obstaja.

. Integral

/°° dz
1 VT VT
ne obstaja, saj za vsak x > 1 velja /z < /z, torej je

1 1
>
VI + VT T 21’

integral

*® dx
2 im Va? -1

ne obstaja. [ ]

Zveza med vrstami in posplosenimi integrali pa se Se nadaljuje:

Izrek 5.6.3. Ce je f(x) nenegativna zvezna in padajoca funkcija na [a, oo),
posplosent integral in vrsta

/loo f(z)dx in if(n)

konvergirata ali pa divergirata hkrat.

Izrek 5.6.3 lahko uporabljamo za dokazovanje konvergence ali divergence

integralov, Se bolj pogosto pa ga uporabljamo za dokazovanje konvergence
ali divergence vrst. V tem primeru mu pravimo integralski kriterij za kon-
vergenco urst.

Dokaz. Ker je funkcija f(z) padajoca, je za vsak n € N,

o> | " ) de = fin+ 1),
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in za delne vsote vrste veljata oceni:

N N n+1
Sy o= > f) =) f(x)dz
n:]1\7+1 i N+1
= [ @dr <Y ) =Sy - 5,
1 n=2

Ce je integral konvergenten, za vsak N velja:

Sy < /1N+1f(x) dz < /loo F(z) da.

Zaporedje delnih vsot je omejeno in, ker ima same pozitivne Clene, je vrsta
konvergentna. Ce je vrsta konvergentna, velja za vsak N

o= [ f@)dr <Y <Y s

Zaporedje integralov Iy je narasc¢ajoce in omejeno, torej konvergentno, to pa
ze pomeni, da posploSeni integral obstaja. O]

Primer 5.6.4. 'V 2. poglavju smo s precej tezavami dokazali, da je vrsta

o0

1

npP
n=1

konvergentna natanko takrat, kadar je p > 1. Preprosteje bi do tega rezul-
tata prisli z uporabo integralskega kriterija, saj je enostavno ugotoviti, da je

integral
/ > dx
P

konvergenten za p > 1 (glej primer 5.6.2. ]



