Povzetki predavanj
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O stevilih

Naravna Stevila

N=1{0,1,2,3...,n,...}

lahko sestevamo in mnozimo.

Cela Stevila

Z={..-n..,-3,-2,-1,01,23...,n,...}

@ NcZ.

@ Cela stevila lahko seStevamo, odStevamo in mnozimo.
@ ... vse mozne razlike n—m,zan,meN.

@ Z=NuN~, N ={-n|neN}.




Racionalna Stevila

Q:{£| kjern,meZinm#O}
m

NcZcQ.

Vsako racionalno Stevilo lahko predstavimo kot okrajsan ulomek f kjer
xeZ,yeN,y=0,inxiny nimata skupnih deliteljev.

Racionalna $tevila lahko se$tevamo, od$tevamo, mnozimo in delimo, razen...
Deljenje z 0 nima smisla.

Ve¢ razliénih ulomkov lahko predstavlja isto racionalno Stevilo: % = %

V2 ni racionalno $tevilo. v/2 ni mogode izraziti kot ulomek.




Realna Stevila
R:Qu{...,\/ﬁ,\/é,m...}
NcZcQcR.
Realna Stevila poleg racionalnih vsebujejo Se iracionalna stevila.
Realna Stevila lahko seStevamo, odStevamo, mnozimo in delimo, razen...
Deljenje z 0 nima smisla.
Realna Stevila lahko predstavimo kot tocke na Stevilski premici.
Realna stevila lahko zapiSemo kot neskonc¢na decimalna Stevila.

Realna Stevila lahko zapiSemo tudi z ulomki, na primer %

@ Razliéna decimalna Stevila lahko predstavljajo isto realno Stevilo:
1=0.9=0.999...

@ Periodi¢ni decimalni zapis predstavlja racionalno stevilo (ulomek).

Pokazimo, kako pois&emo ulomek, ki pripada decimalnemu zapisu 0.3 = 0.3333... ..

X =
10x = 33
9x = 3 :x:g:%




Pokazimo, kako pois&¢emo ulomek, ki pripada decimalnemu zapisu 0.4 = 0.4444 . . ..

X
10x

1]
o

9x

Pokazimo, kako pois¢emo ulomek, ki pripada decimalnemu zapisu

0.46 = 0.46666.. . . .
X = 046
10x =
100x = 46.6
90x = 42 = x=2-1




Stevilska premica in intervali
Vsa $tevila lahko predstavimo - nariSemo na Stevilski premici.

Posebej pomembne mnozZice Stevil so intervali.
Omejeni intervali ali daljice na Stevilski premici:
o (a,b) ={xeR|a<x<b}odprtinterval
o [a,b] ={xeR|a<x<b} zaprtinterval
e (a,b]={xecR|a<x<b}in
[a,b) = {x e R| a< x < b} polodprta ali polzaprta intervala
Neomejeni intervali ali poltraki na Stevilski premici:
@ (a,00) = {x eR|a< x} odprt navzgor neomejen interval
@ (—o0,b) = {x e R| x < b} odprt navzdol neomejen interval
@ [a,00) = {x e R|a< x} zaprt navzgor neomejen interval
@ (—oo,b] ={xeR|x < b} zaprt navzdol neomejen interval

oo ni Stevilo...




Odstotki - procenti

@ Razline situacije v katerih imamo opravka z delezi najlepSe opiSemo in
razumemo s pomocjo procentov. Ko imamo v mislih delez 180 neke celote,
reGemo p % (dane celote).

o Ce seje izdelek s ceno C podra2|| za p %, se je podraZil za C - 155 in bo

koncna cena enaka C- (1 + 100 ).

o Ce se je izdelek s ceno C podrazil za 3 %, se je podrazil za C-0.03 in bo
konéna cena enaka C-(1.03).
@ Faktorjur=1+ 100 re€emo obrestovalni faktor. Obrestovalni faktor pri p %

podrazitvi je 1 + 100 Obrestovalni faktor pri p % pocenitvi je 1 —




Izdelek se najprej podrazi za 10 %, nato se poceni za 10 %. Kolikna je kon¢na cena
glede na zacetno?

@ Obrestovalni faktor 10 % podrazitve je 1.1.
@ Obrestovalni faktor 10 % pocenitve je 0.9.

@ Koncna cena izdelka bo zato C-1.1-0.9 = C-0.99, kar pomeni, da se je izdelek
skupno pocenil za 1 %.

v

Kdaj bomo dobili vi§jo konéno ceno, ¢e se izdelek najprej podrazi za 5 % in nato Se
za 3 %, ali Ee se najprej podrazi za 3 % in nato 8e za 5 %?

@ Obrestovalni faktor 5 % podrazitve je 1.05.
@ Obrestovalni faktor 3 % podrazitve je 1.03.

@ V prvem primeru bo konéna cena C-1.05-1.03, v drugem primeru pa
C-1.03-1.05, kar je ocitno isto. Torej bo kon¢na cena v obeh primerih enaka.




Vrednost delnice se je v zadnjih Sestih mesecih vsak mesec spremenila
zaporedoma za: +2 %, +2.3 %, +1.4 %, -1.8 %, -2.1 %, —1.9 %. Je v pol leta
vrednost delnice narasla ali padla?

@ Zaporedni mesecni obrestovalni faktorji za vrednost delnice so torej
1.02,1.023,1.014,0.982,0.979,0.981.

o Ce je bila V zatetna vrednost delnice, bo konéna vrednost torej enaka produktu
V-1.02-1.023-1.014-0.982-0.979-0.981 ~ V- 0.9979, kar pomeni, da se je
vrednost delnice skupno znizala za 0.21 % .

Zmesamo 2 litra 10%, 4 litre 15% in 6 litrov 12% mesanice. Koliko odstotno
mesanico dobimo?

il alkohol . 2x0.1+4x0.15+6x0.12 _ [}
@ Razmerje npr. ;&0 e =0.13 — 13%

KolikSne obresti ima Bill Gates od 1000000 000 EUR pri 4% letni obrestni meri v
enem letu? KolikSne v enem dnevu? V eni sekundi?

@ r=1.04, ry="%/1.04=1.000107459782 .
rs = *52+%0/754 _ 1,000 000001 244 .

@ G=1000000000EUR, G;=1040000000EUR, Gy =1000107459.78 EUR,
Gs = 1000000001.24 EUR




Absolutna vrednost

Absolutna vrednost | x| Stevila x € R je razdalja Stevila x od $tevila 0 na Stevilski
premici in je enaka
x ; x>0
x| =
-x ; x<0
Razdalja med Steviloma x in y je enaka |x - y/|.

@ Dinamiéne iIUStl’aCije: https:/www.geogebra.org/m/pgxp7m7u  in https://www.geogebra.org/m/UEXHvRk v
https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs

Osnovne lastnosti:
@ |x|>0zavsak x e R
o |xyl=Ixllyl
o trikotniska neenakost. |x + y| < |x| +|y|



 https://www.geogebra.org/m/pgxp7m7u 
 https://www.geogebra.org/m/UEXHvvRk 
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs 

Absolutna vrednost geometrijsko
Dologimo mnozico realnih tevil, x, za katere velja |x — 3| < 2.

@ Nacin 1: To so vsa Stevila, ki so od 3 oddaljena manj ali enako 2. Cesito
nari§emo na Stevilsko premico, je ocitno, da je x € [1,5].

@ Nacin 2: Zaporedoma obravnavamo skice

in ugotovimo, da je [x - 3| <2 za x € [1,5].

@ Dolo¢imo mnozico realnih Stevil, x, za katere velja |x — 3| = [x + 1].
@ Dolo¢imo mnozico realnih $tevil, x, za katere velja ||x - 2| - 2| < 1.
@ Dolo¢imo mnozico tock (x, y) v ravnini, za katere velja |x| + |y| < 1.




Kompleksna Stevila

Kompleksna Stevila so ‘kompleksna’ Stevila ali tudi ‘dvodimenzionalna Stevila’ s
katerimi lahko uspe$no raéunamo v ravnini.

Na R osi velja -

121 (=1)° in —1=1-(=1)’ \

N
pri Gemer nam rdeca potenca $teje koliko- / \

krat smo Stevilo 1 zavrteli okrog izhodis¢a { =1y Ji=tG

za 180° v pozitivni smeri.
Tudi pomen dvakratnega vrtenje okrog iz-
hodis¢a za 180° v pozitivni smeri se ujema
s preprosto enacbo

1=1-(-1)?

1=1.(-1)

in enako velja za vse cele potence 1 -

(-1)".

1=1.(-1)




Imaginarna enota i

Ce
1 i=(-1)
1.(-1)2
interpretiramo kot rotacijo Stevila 1 za polo-
vico od 1809, torej za 90° okrog izhodis¢a
v pozitivni smeri in to Stevilo oznacimo kot S

imaginarno enoto

i=vVA=(-1)? — =1

dobimo novo in zelo uporabno teorijo kompleksnih Stevil, ki omogoca racunanje v
ravnini.

Kompleksno Stevilo  z=x+yi, x,yeR, Im x4 vi
ima |7 A =0 4
@ x=Re(z) realnidel :
Lo . —2+0 i 2+i
@ y=Im(z) imaginarnidel "4 1 ‘
—ji ;( Re

Oznaka za mnozico kompleksnih Stevil :  C




Absolutna vrednost

Absolutna vrednost kompleksnega Stevila z

|2l = V2 + 2,
podobno kot pri realnih stevilih pomeni razdaljo stevila od izhodis¢a.

@ Absolutna vrednost razlike dveh kompleksnih Stevil pomeni i,
razdaljo med $teviloma. Enagbo |z - 1| =  resijo vsa Stevila

z € C, ki leZijo na kroznici s sredi¢em v 1 in radijem 2

i

2 4
ke
Racéunanje v C
@ Konjugiranje:
Im, Z=X+Yi
:‘ﬂ [z] o X + yi = x— yi je konjugirano $tevilo.
Primer: 3+2i =3 -2i.
) X lie
A G
Z=x-Yyi

@ Sestevanje in odStevanje: (x + yi) + (u+ vi) = (X +u) + (y + v)i
Primer: (3+2))+(1-i)=B+1)+(2-1)i=4+i

@ Mnozenje: (x + yi)(u+ vi) = (xu—yv) + (xv + yu)i
Primer: (3+2i)(1-/i)=3+2i-3i-2i2=3-i-2(-1)=5-i




@ Deljenje?
Opazimo na primer: (3+2/)(3-2/)=9+6i-6i+4=13=[3+2i? R
V splognem: z-z = |z> ¢ R

Od tu dobimo formulo za deljenje: Z =Z% - 24

w
4. 8-2i _ (3-2)(1-) _ 15/ _ 1 _5
Primer 1: 357 = Gncin =2 =272

. . 540 _ (5+)(2-8i) _ 13-13i _
Primer2: 2% = Gaheay = 13 =1/

Nekatere lastnosti

Dve kompleksni Stevili sta enaki, kadar imata enaka realna in imaginarna dela.

o |z-w|=|z|-|w|
o |z+w|<|Z|+|w| (trikotniSka neenakost)




Primeri

Izracunajmo
o (1-1/)?
1=i

®

1
{=
° (1—+;
Opisimo mnozico kompleksnih Stevil z € C, za katere velja

@ 2z+6i=8

@z+z=5

.)2016

@ zZi+1-i=2(z-1)
o z-1-iP=2
@ |z-3+2i|=4
0 |z+i]<|z-1|
o |z-1|+]z+1|=4




Re

z+(3+2i)

Re

16 / 235



Polarni zapis kompleksnega Stevila

Im lz| = /X2 + )2

Z=X+Yi
gpzarctan%
|| . .
y X =|zlcose in y=|z|sinp
s Z=Xx+iy=|z| (cosp +ising) = |z|- €%
‘ 7 Re (4 ®

Kompleksno Stevilo z = x + jy zapiSemo v polarnem zapisu kot
Z =|z|(cosp + isinp).

¢ = Arg(z) imenujemo polarni kot ali argument. Argument je doloCen samo do
mnogokratnika celega kota 27" = 360° natanko.




fm. V3+i 2=132+12 in 300=arctanj—,§

2 V/3=2c0s30° in 1 =2sin30°
:
30° V3+i=2-(cos30° +isin30°) =2.¢-30°
| V3 e

Zakaj polarni zapis?
@ IzraGunamo produkt (x + yi) - (u+ Vi) = xu—yv + (yu + xv)i.
@ Izracunamo produkt

[r(cosp+ising)]-[g(cost +isiny)] =
r-q(cosp-costp —sinp-sin) + (cosp -siny +sinp - cosy)i =
r- qlos(p + ) + sin(i + 1)i]

Torej
r(cosp +isinp)-q(costp +isiny) =
= r-q (cos (p +) +isin (0 +))
—— —_—— —_——
produkt absolutnih vrednosti vsota kotov vsota kotov

@ Dinamicna iIUStraCija: https://www.geogebra.org/m/vthctagb v https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs



 https://www.geogebra.org/m/vthctagb 
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs 

Racunanije v polarni obliki
Eulerjev zapis: €/ = cos¢ +isin
Polarni zapis se poenostavi: z = |z|e'?.
Stevila z = €', ¢ € R so na enotski kroznici |z| = 1.
MnoZenje se poenostavi: z 2, = |z;||z|€/(¥1+¥2)
@ MnoZenje: absolutni vrednosti se zmnoZita, argumenta se sestejeta.
e Potenciranje: z = |z|'¥ — 2" =|z|"€'#" (de Moivrova formula)
- i 1 1 e .
o Korenjenje: z = |z|€'¥ — zn = |z|ne'n (de Moivrova formula)
Velja:

o 7 = 1 e
|2]
z He"(%*sﬁz)
2 |z

Dinamicna iIustracija: https://www.geogebra.org/m/nmymchxk v https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs

Zapisimo v polarni obliki Stevila 1, =1, i, —i, 1 +i, =1 - /.



 https://www.geogebra.org/m/nmymchxk 
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs 

@ ZapiS§imo mnozici:

1 1

{x+iy;05<x<1,0<y<1} {re"?;05<r<1,0<p< -}

NE)

o Izratunajmo (% + 1)'2

=3, %1—1 (cos g +isin(F)) /3

in zato 212 = 112. (cos -5~ 2 isin(mT”)) =1-(cos2m +isin2w) =1.




Koreni kompleksnega $tevila
n-ti koreni $tevila a € C so resitve enacbe z" = a.
@ Enadbo zapigemo v polarni obliki: a = |a| - €°¢.
@ Dobimo n razli¢nih resitev

; pt+2km
zk=\”/\a\e’wn , k=0,1,...n-1

@ Resitve lezijo na ogli§¢ih pravilnega n-kotnika v kompleksni ravnini.

Katera &tevila ustrezajo enagbi z° = i?

@ Veljai=cos(5)+i-sin(3)
@ Velja tudi V3
i=cos(G +2km) +i-sin(5 +2km), k € Z. &

S

@ Zato, ] b
) 2k 2k
z=i3 =cos(g +55%) +i-sin(§+53"),keZ.
@ IzraGunamo reSitve
0 k=0:z=cos(E)+i-sin(Z)= +4 —i
o k=1:23 =cos(3E) +i-sin(3F) =- §+
o k=2:2zy=cos(3F) +i-sin(3) =—i

i
2




Katera $tevila z € C ustrezajo enacbi z° = 1.

@ Velja 1 = cos(0) +i-sin(0)
@ Veljatudi 1 = cos(2km) + i -sin(2kr), k € Z.

o Zatoz=1% :cos(ZkT") +ivsin(2kT"),k e Z.

@ |zracunamo resitve

k=0:

Zg = cos(0) +i-sin(0) =1

czi=cos(Z) +i-sin(E) =3 +ig
:Zp=cos(ZE) +i-sin(ZE) = -4 +i
1 z3 = cos(m) + i-sin(w) = -1

2y =cos(4E) +i-sin(4E) = -1 - i
:Z5=cos(57”)+i~sin(57") =1 —i%




@ Poisgimo in narigimo vse z € C, za katere velja 2z* + 1 = /3i.
o Zapisemo
z“:—%+i§:cos%’+isinzT":cos(zT’r +2k7r)+isin(2T’r+2k7r),keZ
1
° Zatovz=13~(f:_os(% +kZ)+i-sin(F+k%)) kel
@ |zraGunamo resitve
© k=0:25=cos(E)+i-sin(E) =R +i

0 k=1:z :cos(%’)+i~sin(%’):—%+i§

0 k=2:2 =cos(ZE)+i-sin(ZZ) = -F i}
0 k=3:23=cos(3E) +i-sin(3F) = § —i*f

@ Dinamicna iIustracija: https://www.geogebra.org/m/keginmv7 v https:/www.geogebra.org/m/acrjsvvs

@ Polarna oblika je Se posebej koristna pri mnozenju, potenciranju in korenjenju.



 https://www.geogebra.org/m/kcqjnmv7 
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs 

@ Vizualizirajmo z — 26’3

Im,

Geometrija osnovnih operacij v kompleksni ravnini

w = |w|e'®
Preslikava transformacija v C
Z—Z+wW premik za w
zw6l¥z zasuk okrog izhodi$¢a za kot ¢

Z>W-z razteg (ali krenje) za |w| in zasuk za ¢




‘Cuden stric’ vam zapusti veliko bogastvo - zaklad, ki ga je skrbno skril ... Samo vi
poznate nacrt/mesto, kjer se zaklad nahaja. Poleg naérta vam je poslal tudi razlago :
"Na otoku, ki ga poznas pristanem s ¢olnom. Na otoku sta samo (en) kaktus in (ena)
palma. Od ¢olna grem do palme in Stejem korake. Pri palmi se obrnem za 90° proti
kaktusu in naredim enako Stevilo korakov kot od €olna do palme. V pesku oznac¢im
mesto. Vrnem se do ¢olna in Stejem korake do kaktusa. Obrnem se za 90° proti
palmi in naredim enako korakov kot od ¢olna do kaktusa. V pesku si oznacim mesto.
To€no na sredini med obema oznacenima mestoma zakopljem zaklad. Sre¢no!"




Zaporedja

Kot pove ze beseda v ‘naravnem jeziku’, je zaporedje neka urejena mnozica
‘zaporedoma’ postavljenih elementov. Pri matematiki bomo obravnavali zaporedja
Stevil.

Zaporedje je torej mnozica ‘zaporedoma postavljenih’ Stevil. Matemati¢no
natancneje reCemo, da je zaporedije preslikava

N - R

i - a

ki vsakemu naravnemu $tevilu i (indeksu) priredi toéno dolo¢eno realno $tevilo a;.
Pri tem je imenujemo i indeks, a; pa i-ti €len zaporedja.




Opisi, predstavitve zaporedij

@ ZnaStevanjem: 1, 2, 4, 8, ...

@ Opisno: ‘Vsa soda Stevila’

e Eksplicitno: an = 1
Opazimo, da je zaporedje podano exsplicitno z izrazom an = f(n) in neko toéno
dolo€eno funkcijo f(x).

@ Rekurzivno: ag =1ina,1 =2apzan>0

Opazimo, da je zaporedje podano s prvim élenom aq ali a; in neko toéno
doloceno funkcijo f(x), ki pove, kako iz a, dobimo ap, 1.

zanx>1.




Geometrijski prikaz zaporedja

@ Zaporedje lahko predstavimo kot vrednosti na Stevilski premici:

Zaporedne Clene zaporedja nakazujemo z zaporednim risanjem tock. Ko smo
zaporedje narisali, se ne vidi ve€, ‘zaporednosti’ €lenov. Npr. iz slike ne
moremo vedeti, kateri len je tretji in kateri Cetrti.
@ Zaporedie lahko predstavimo kot tocke (n, an) v ravnini:
2
0o

0 ® ® e e e o o ¢ o o
‘0123455789101112

‘Abscisa’ ali x-koordinata toCke pove kateri ¢len zaporedja je enak ‘ordinati’ ali
y-koordinati.

@ Dinami¢na iIustracija: https://ggbm.at/hakzxd8b V' https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs



 https://ggbm.at/hakzxd8b 
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs 

_n-1

an =

n+1
- . .q1 23
@ IzpiSemo nekaj Clenov: 0, 3,5, &, . -

@ Opazujemo, analiziramo, opiSemo

Aritmeti¢no zaporedje

@ Intuitivni opis: Zaénemo z neko vrednostjo. ‘Delamo’ enako dolge korake v
desno.

@ Eksplicitni opis: an = a+ nd

@ Rekurzivni opis: ay = a, ap.1 =an+d

@ Primer: 1,2,3,4,5,...

@ Primer: 1,3,5,7,9,...

@ Primer: 1,1 +v/3,1+2v3,1+3v3,1+4V3,...




Geometrijsko zaporedje

@ Intuitivni opis: Zaénemo z neko vrednostjo. V vsakem koraku prej$njo vrednost
pomnozimo z istim faktorjem.

@ Eksplicitni opis: an = ag”

@ Rekurzivni opis: ay = a, a1 = anq

@ Primer: 1,2,4,8,16,...

o Primer: 1,3, 2.1 L

Primer: 1,4/3,3,3v/3,9, . ..

Fibonaccijevo zaporedije
@ Rekurzivni opis: ay =1,a1 = 1,ap:2 = an + any1
@ lzracun ¢lenov: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

@ Dinamicna iIustracija: https://www.geogebra.org/m/zeag8cdc V' https://www.geogebra.orgim/acrjsvvs



 https://www.geogebra.org/m/zeaq8cdc 
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Lastnosti zaporedij
Narascajoce zaporedije: a, < ap,1 zavse neN;
Strogo narascajoce zaporedije: an < apyq zavse neN;
Padajoce zaporedije: an > a,,1 zavse neN;
Strogo padajoce zaporedie:
an > apy1 zavse neN;
Navzgor omejeno zaporedje:
Obstaja zgornja meja M € R, da velja ap < M za vse ne N.
Navzdol omejeno zaporedje:
Obstaja spodnja meja m € R, da velja m < a, za vse ne N.

Navzgor in navzdol omejeno zaporedje:
Obstajata meji m, M € R, da velja m< ap < M zavse ne N.




Primer 1
Narascajoca zaporedja
@ ap=n
® bp=n+1
°ch=1-1
°dy=-1

n

© {1,2,2,3,4,4,5,6,6,7...}

Primer 2

Strogo naras¢ajoCa zaporedja

@ as=n
® byp=n+1
°ch=1-1
° dn:—:—7

e {1,2,2,3,4,4,5,6,6,7...} je naras¢ajoCe, NI pa strogo narascajoce.




Primer 3

Padajo¢a zaporedja

@ ap=1-n
®bp=1-n
ecr=1+1
1111111
°{1a17§7§1§a2a§7§)§7

Primer 4

Strogo padajoc¢a zaporedja
@ ap=1-n
®bp=1-n

1

@ ch=1+

O {111’5,37511,3,575,

.} je padajoce, NI pa strogo padajoce.




Primer 5
Navzgor omejeno zaporedje

@ap=1-n

® byp=1-1

° Cn:1+1ﬁ
Primer 6

Navzdol omejeno zaporedje
@ ap=1+n
°bp=1-1

1

°Cn=1+ﬁ

Primer 7
Navzgor in navzdol omejeno zaporedije
=1-1
@ ap=1-,

.bn=1+;‘—_’




Stekalis¢e zaporedja
@ Intuitivno: StekaliS¢e zaporedja je Stevilo k kateremu se ‘steka’ neskonéno
¢lenov zaporedja.
@ Natanéneje povedano: StekaliS¢e zaporedija je tako Stevilo, da je v vsaki
njegovi okolici neskon¢no Clenov zaporedja.
@ Zaporedije ima lahko ve¢ stekalis¢ (na sliki so ¢leni zaporedja z dvema
stekalis§éema predstavljeni kot toéke v ravnini (n, an)):

Primer takega zaporedja je na primer aj = 3 + (-1)"- 2. Vizualizacija
https://www.geogebra.org/m/hakzxd8b



https://www.geogebra.org/m/hakzxd8b

Limita zaporedja
Limita zaporedja je tako Stevilo, da je v vsaki njegovi okolici neskon¢no ¢lenov,
zunaj te okolice pa konéno ¢lenov zaporedja.

@ Lahko reéemo tudi: Limita zaporedija a, je tako Stevilo L, da za vsak e > 0
obstaja tak indeks N € N, da velja |L — an| < zavse n> N.

@ Limito zaporedja a, oznaéimo lim ap.
n—oo

@ Zaporedje ima lahko ve¢ stekalié. Ce ima zaporedje vet stekali$é, nima limite.

@ Zaporedije ima lahko tudi eno samo stekalisCe, pa vseeno to stekali§e ni nujno
limita.

@ Limita zaporedja je stekali§ée. Obratno pa ni nujno res.

Konvergentno zaporedje
Zaporedje je konvergentno, ¢e ima limito. Sicer je divergentno.
@ Narasc€ajoCe in navzgor omejeno zaporedie je konvergentno.
@ Padajoce in navzdol omejeno zaporedie je konvergentno.




Racunanje limit
Ceje lim an=ain lim by = b potem velja:
n—oo n—oo
o lim (an+bn) =a+b
n—oo
e lim an’bn =ab
n—oo
a a

Q Cejeby#0zavsakninb+0,je lim £2 = 2.

oo

Q cejean>0zavsaknina>0,je Jim abn = ab.
— 00

Primer 1

[

=1t} — fim (1+3) -

Primer 2

|=

an=3,bp =1 — lim (37)=0




(n+2)
Radi bi izracunali I|m 3n2+n+1 Najprej poracunamo

(n+2)2  mM+an+d 1+4L+45

3 +n+1 3m+n+1 3+1+%

1 1 1,1
Vzamemoan=1+45 +4? |nbn:3+—+?.

. o (n+2)® _ 1
Ker je ,}LTO an=1in ,}Ln!o bp = 3, izraunamo ""20 3P = 3

Radi bi izratunali lim /2.

Zapigemo /2 = 27. Ker je Jim 2=2in lim 1-0je

lim V2= lim 25 =2°=1.
n—oo n—oo




Izrek ‘o sendivcu’

Cezavsak nveljaan<bnp<cpin lim ap= lim ¢y = a, je tudi
n—oo n—oo
lim bn=a.
n—oo
Grafiéni prikaz
Vizualizacija: S A o
https://www.geogebra.org/m/dwzvubrx
Primer
Izradunajmo lim Sno —
n—oo N
-1 < sinn < 1
Sill < sinn < 1
n n n
lim =1 < lim $7  <  jim 1
nsco N = nooco N S psoo N
0 < im0 < 0



https://www.geogebra.org/m/dwzvubrx

An=0.8333 ... 8 e lim ap= =
———— n—oo
n

an:# ............................................................ ,}Ln;o#:O

__@-n° i _a-m® 1
BN = TorEL e rtreeeeaeeeseeeiii ,7|Ln°‘<,1+2n2+3n3 =-3
fan=(1+1) s lim (1+1)"=e=2,71828...
* 1\~ N . 1 7!17 _
an=(1-2)" lim (1-7)"=e=2,71828...




Vrste

Se o zaporedjih
Zaporedja Stevil ze poznamo. Na primer
1,2,3,4,5,...

je zaporedje, ki ga krajSe in to¢neje zapiSemo kot an = n. Zaporedja so lahko kon¢na
ali neskonéna. Se posebej ko zapiSemo zaporedije s splosnim ¢lenom, imamo v
mislih neskonéno zaporedije. Zaporedje je pa seveda lahko tudi konéno. Ponovimo,
pri zaporedjih smo znali obravnavati

@ narascanje in strogo narasc¢anje

@ padanje in strogo padanje

@ omejenost, omejenost navzgor in omejenost navzdol
@ stekalisCa

@ limite (konvergentnost in divergentnost)




Zapisimo nekaj zaporedij s splosnim ¢lenom in nakazimo pripadajoc¢e konéno
zaporedje 5-ih ¢lenov ter ustrezno neskonéno zaporedie:

splosni ¢len | zaporedije 5-ih ¢lenov | neskonéno zaporedje
an=n 1,2,3,4,5 1,2,3,...
an=(-1)"| -1,1,-1,1,-1 -1,1,-1,...
an=1 11111 111

"~ n 1°2°3°4°5 1°2°3

a 1 1111 1 11 1

n = on-1 122747816 20 217 22

Precej o€itni so naslednji razmisleki:

@ O narascanju in padanju lahko govorimo tako pri konénih kot pri neskonénih
zaporedijih. Za zgornja zaporedja hitro ugotovimo, da je prvo naraséajoce in
strogo nara$cajoce. Drugo ni niti naras¢ajoce niti padajoce. Tretje je padajoce
in strogo padajoce. Prav tako je Cetrto zaporedje padajoce in strogo padajoce.




splosni ¢len | zaporedije 5-ih ¢lenov | neskonéno zaporedje
an=n 1,2,3,4,5 1,2,3,...
an=(-1)"| -1,1,-1,1,-1 -1,1,-1,...
an=1 11111 111

"~ hn 1°273°4°5 12273

a 1 11111 411

n= on-1 17242816 200 217 22 *

@ O omejenosti lahko govorimo tako pri konénih kot pri neskonénih zaporediih.
Seveda so vsa konéna zaporedja omejena. (Razmislimo zakaj!) Za neskonéna
zaporedja pa je razmislek o omejenosti lahko bolj zapleten. Razmislimo da za
zgornja neskonéna zaporedja velja naslednje: Prvo je omejeno navzdol, ni pa
omejeno navzgor. Drugo je omejeno (navzgor in navzdol). Prav tako sta tretje in
Cetrto zaporedje omejeni (navzgor in navzdol).

@ Pri kon¢nih zaporedjih je nesmiselno govoriti o stekalis€ih, oziroma, kon¢no
zaporedje gotovo nima stekali§¢. Za zgornja neskonéna zaporedja velja: Prvo
nima stekali§¢. Drugo ima dve stekali§Ci in sicer 1 in —1. Tretje ima eno
stekali$Ce in sicer 0. Prav tako je 0 stekaliSCe Cetrtega zaporedja.




splosni ¢len | zaporedje 5-ih élenov | neskonéno zaporedje
an=n 1,2,3,4,5 1,2,3,...
an=(-1)"| -1,1,-1,1,-1 -1,1,-1,...
an=1 11111 111
W= m 1°273°4°5 12273

1 1111 1 i1 A
an = a1 1°2'2:8 76 200 277 52

@ Pri kon¢nih zaporedijih je nesmiselno govoriti o limitah, oziroma, konéno
zaporedje gotovo nima limite. Za zgornja neskonéna zaporedja velja: Prvo nima
limite. To bi lahko sklepali Ze iz dejstva, da nima stekali§¢. Drugo nima limite.
Tudi to bi lahko sklepali iz dejstva, da ima zaporedje dve stekali$Ci. Tretje ima
limito 0. Prav tako je 0 limita Cetrtega zaporedja.




Vrste

Kaj je vrsta?

Vrsto lahko razumemo (oziroma je v matematiki definiramo) kot vsoto €lenov
zaporedja. Intuitivno si vrsto predstavljamo kot zapis, kjer smo 'v zaporedju vejice
zamenijali s plusi’. V primeru zgornjih Stirih, oziroma osmih zaporedij, bomo, ¢e
vejice zamenjamo s plusi, dobili

splo$ni ¢len | vrsta 5-ih ¢lenov neskoncna vrsta

an=n 1+2+3+4+5 1+2+3+...
an=(-1)"| -1+1-1+1-1 -1+1-1+...

an:

an = ;-7

Iz konénih zaporedij tako dobimo konéne vrste (ali v tem primeru upravi¢eno
re€emo kar vsote), ki jih vedno lahko izraéunamo.




V zgornijih §tirih primerih bi tako vsote (konéne vrste) zaporedoma izracunali

1+2+3+4+5=15
“1+1-1+1-1=-1

11 1 1 1 137
— -ttt =—
1 2 3 4 5 60
Tt 1 1 1 1 3
—t -ttt —=—
1 2 4 8 16 16

Pri neskonénih vrstah so pa stvari bolj zapletene in tudi bolj zanimive. Dobesedno o
vsoti neskonéno mnogo élenov ne moremo govoriti, saj je nemogoce dejansko
sesteti neskonéno ¢lenov.

Preden natanéneje pogledamo, kaj neskonéna vrsta sploh pomeni, si na zgornjih
Stirih primerih oglejmo intuitiven pomen 'neskonénega sestevanija’.




Intuitivni pogled na neskonéno vrsto

@ Kajbi1+2+3+4+5+... sploh lahko pomenilo? O¢itno je, da z dodajanjem
(sestevanjem) vedno vecjih zaporednih Stevil ta 'skupna vsota’ postaja vse
vecja, oziroma, da so vsote, ki jih tako dobivamo neomejene. Smiselno bo torej
reci, da v takem primeru neskonéne vsote ni mogoce smiselno izradunati,
oziroma, da vsota ne obstaja. Vsoto si lahko predstavljamo kot potovanje v
desno na nadin, da je vsak korak $e dalj$i od prejSnjega. Neobstoj vsote si
lahko predstavljamo kot neomejenost potovanja v desno.

@ Kajpa-1+1-1+... ? Ce tu razmisljamo, da bi vsoto zageli raCunati z
zaporednim dodajanjem ¢élenov, bi izmenoma dobili vsoto —1 in 0. Ce
sestejemo pet Elenov dobimo -1, e sestejemo Sest ¢lenov dobimo 0, ¢e
sestejemo sedem ¢lenov dobimo spet -1, ..., ¢e sestejemo 131 ¢lenov dobimo
-1, e sestejemo 132 Elenov dobimo 0 in tako naprej. Na drugacen nacin kot v
prej$njem primeru, a spet se zdi, da je to neskonéno vsoto nemogoce
izraGunati, oziroma, da ne obstaja. Vsoto si lahko predstavljamo kot potovanje,
kjer naredimo en korak v desno in naslednjega v levo. Neobstoj vsote si lahko
predstavljamo kot neskonéno spreminjanje lege.




@ Primer } + 1+ 1+ 1 +... je spet povsem drugagen in bomo videli pozneje, tudi
zapleten. Z vsakim pristetim Stevilom sicer vsoto pove¢amo, a dodajamo vse
manijsa Stevila in ni ¢isto jasno, kaj to pomeni. Vsoto si lahko predstavljamo kot
neskon¢no potovanje v desno, pri Cemer so nasi koraki sicer vse krajsi, a
vseeno nikakor ni jasno, kako dale¢ uspemo priti.

e Primer 1+ 1+ 1+ 1 +... jepougen in intuitivno poveden. Tu lahko zaporedno
pristevanje ¢lenov razumemo na sledeci nacin. S prvim ¢lenom smo pri 1 torej

na polovici poti med 0 in 2. Ko dodamo % smo razdaljo do 2 Se razpolovili. Ko
dodamo Se %, smo preostanek poti do 2 ponovno razpolovili in tako naprej v
neskonénost. Tu postane pomen te vsote precej drugacen in intuitivno jasen.
QOcitno je, da se vse bolj priblizujemo $tevilu 2. Dlje kot seStevamo, blizje smo 2
(skica spodaj). V tem primeru bo torej smiselno reci, da ta neskonéna vsota
(neskonéna vrsta) obstaja in je enaka 2.

Intuitivno pomen te (geometrijske) vrste lepo ponazori dinami¢na vizualizacija

https:/ggbm.at/xruhpnuw V' https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs.



https://ggbm.at/xruhpnuw
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs

Definicija (koncne) vrste

Vrsta je lahko konéna vsota ¢lenov:
at+a+az+-+a,

ki jo zapiS§emo krajSe s sumacijskim znakom

k
aj +a2+a3+---+ak:2a,-.
i=1

@ Za a; = i lahko zapiSemo:

5
142+3+4+5=>i=15

i=1

100
1+42+3+---+499+100= ) i=5050

i=1




Primer 2

e Za a; = 1 lahko zapigemo:




Definicija (neskoncne) vrste

(Neskonc¢na) vrsta je simboli¢na vsota
aq+a+az+...,

ki jo zapiSemo kraj$e s sumacijskim znakom
oo
ay+a+az+---= Za;.
i=1

Njena vrednost je doloCena z limito
ai+ap+az+---=lim(ag+ay+as+---+an)
nN—oo
ali s sumacijskim znakom

oo n
Za,- = lim Za,-
i=1 =1

n—oo ¢
I
Za neskonCno vrsto ay + ap + ag +--- = X% &;, recemo, da je
n
Sh=aj+ay+ag+--+an=y.a
i=1

n-ta delna vsota te vrste. Vrednost neskoncne vrste torej definiramo kot limito
njenih delnih vsot.




oo n
Vrsta Z a; je konvergentna, ¢e je konvergentno zaporedije delnih vsot S, = Z a;.
i=1 i=1

Vrsta je torej konvergentna, ¢e lahko smiselno govorimo o njeni vsoti. Vrsta, ki ni
konvergentna, je divergentna.

Geometrijska vrsta

Spomnimo se produkta vsote in razlike in mnozZenja polinomov/izrazov.

(1-x)(1+x) = 1-x2
(1 =x)(1+x+x%) = 1-x8
(1 =x)(1+x+x%+x3) = 1-x*
A=) +x+x2+--+x") = 1-x™1

Od tu dobimo formulo
1_Xn+1
T4x+xX2 4t x"= —2
1-x




Geometrijska vrsta - nadaljevanje

Spomnimo se, da je ,
n
avaqvaq7aq7"'7aq7"'

geometrijsko zaporedije z zacetnim élenom a in koliénikom g. Konéni vsoti

no
Yaq =a+aq+aq?+aq®+---+aq"

i=0

bomo zato rekli (konéna) geometrijska vrsta. 1z zgornje formule takoj dobimo

n X 9 _qn+1
Yaq =a+aq+ag? +aq®+---+aq" =a——.
i=0 1-q
Neskon¢ni vsoti
a+ag+ag®+aq’+---=Y aq
i=0

bomo rekli (neskonéna) geometrijska vrsta. Po definiciji (neskonéne) vrste je zato

Y20 aq  =limpse X1, aG =
=limpoeo(@a+aq+aq® +ag® +---+aq”) =
=a-limpsee(1+g+G2+q +---+q") = in po prejénji formuli

_ot1
=a- |imn~>oo i 1iq




Geometrijska vrsta - nadaljevanje

Ker je
0, za 1
lim g = lal <
n=eo o zalg|>1
dobimo
1 a1
lim 1-qg™ _) zalq| <1
neee 1-q ne obstaja za|qg| > 1

Torej za vsoto (neskonéne) geometrijske vrste velja

; £ zalq| <1
ag={ T lal
ne obstaja za|q| > 1

e

T
o




Zaa=1ingq=}inkerje|}| < 1, dobimo konvergentno vrsto

katere vsota se ujema s Cetrtim primerom ’intuitivne obravnave’ na zacetku tega
poglavija.

Intuitivni vpogled v numericni izracun https://www.geogebra.org/m/vrj77ckq. )

Zaa=2inq=}inkerje|}| < 1, dobimo konvergentno vrsto



https://www.geogebra.org/m/vrj77ckq

Primer 3

Zaa=1ingqg= - inkerje || < 1, dobimo konvergentno vrsto
V3 V3

1+—+—+—+--~—§L— LI e
V3 3 3/3 Bv3 1-5 V8-

Primer 4

Zaa=1ing=+/3inkerje |v/3]| > 1, dobimo divergentno vrsto

1+\/§+3+3\/§+~~~=Z\/§,.
i=0




Splosno o konvergencah vrst - nadaljevanje

o Cej je vrsta Z anp konvergentna, je I|m an=0.
n=1

@ Obratno pa ni nujno res. Harmonicna vrsta

1 1 1
= Fo+t -+

=1

2 n 3 4
ni konvergentna. To je nekoliko teZje razumeti in dokazati. Pomeni pa, da ¢e bi
dovolj dolgo sestevali Clene v tej vrsti, bi prisli do poljubno velikega Stevila.

o Ce za pozitivne &lene aj velja ||m ap = 0, potem je vrsta Z( 1)".
n=1
konvergentna. Slednje je mogoce intuitivno hitro razumeti na sledeci nacin:
Gibliemo se tako, da so nasi koraki vse manjsi in se priblizujejo 0 in obenem sta
vsaka dva zaporedna koraka v obratni smeri. Ce bi opazovali tako gibanje, bi
izgledalo kot 'duseno nihanje’ desno-levo proti tocki, ki predstavlja limito in
konéno vrednost vrste.




Splosno o konvergencah vrst
@ Za primer ap = % torej velja, da je vrsta

1 1 1
=T+ —-+—-+—-+...
2

M3

S [ =

n

1

divergentna, medtem ko je vrsta

o (_4\n
Zﬂ:—1+1—1+1—1+...
= n 2 3 4 5

. . L > (-7 . - )

konvergentna in torej obstaja njena vsota. Vsote . % ni lahko izracunati,
n=1

izkaze pa se, da velja

0 -1 n
Z 1) = —loge2=-0.693147....
n=1 n

Intuitivno konvergenco in divergenco zgornjih vrst ponazorita dinamicni

vizualizaciji https://www.geogebra.org/m/zkkz3kww in https://www.geogebra.org/m/sfebjvtf V
https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs.



https://www.geogebra.org/m/zkkz3kww
https://www.geogebra.org/m/sfebjvtf
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs

Funkcije - Splosno

Kaj je funkcija?

Najprej bomo obravnavali preproste funkcije. To so Stevilske funkcije ene
spremenljivke.

Funkcija je predpis, ki vsakemu elementu x iz definicijskega obmocéja D; c R
priredi natanko dolo€eno Stevilo f(x) € R.

f:Df >R
X~ f(x)

@ Neodvisno spremenljivko, imenovano tudi argument, obi¢ajno oznac¢imo z x.

@ Odvisno spremenljivko obi¢ajno ozna¢imo z y = f(x). 'Odvisnost’ se tu nanasa
na odvisnost od neodvisne spremenljivke x in seveda od predpisa funkcije f.

@ Definicijsko obmoéje Dy so vse vrednosti x, za katere lahko izratunamo f(x),
oziroma, za katere ima predpis f(x) smisel.

@ Zaloga vrednosti Z; = f(Dy) so vse vrednosti y, ki jih dobimo kot y = f(x), ko
neodvisna spremenljivka x pretece celo definicijsko obmocje Dy.




Kaj je graf funkcije?

Graf funkcije f je mnozica tock (x, f(x)) v ravnini

F(f) = {(x,f(x));xeDs} cR® =R x R.
To so vse tocke s koordinatami (x, f(x)), ko vrednosti neodvisne spremenljivke x
pretecejo vse vrednosti D.

@ Graf funkcije f je krivulja v ravnini.

@ Iz definicije funkcije sledi, da graf funkcije seka poljubno navpiéno premico
najvec v eni tocki. Namre¢, za vsak x € Dy dobimo to¢no doloéeno (in samo
eno!) vrednost f(x).




Za funkcijo f(x) = 3x + 1 velja

e s o4 32 A

[T T S A ]

@ Definicijsko obmocje Dy so vsa realna $tevila,
saj lahko za neodvisno spremenljivko x v
funkcijo vstavimo poljubno Stevilo x € R.

@ Zaloga vrednosti Z; so vsa realna Stevila, saj
lahko v obliki 3 x + 1 zapisemo vsako tevilo
yeR.

@ Definicijsko obmocje, zalogo vrednosti in
mnoge druge lastnosti funkcije lahko nazorno
interpretiramo tudi iz grafa (skica levo),
katerega v naSem primeru predstavljajo vse
tocke oblike (x, %x +1), ko x pretece
definicijsko obmocje Dy.




Za funkcijo f(x) = x* + 1 velja
jo 7(x) * ) @ Definicijsko obmocje Dy so vsa realna $tevila,

saj lahko za neodvisno spremenljivko x v
funkcijo vstavimo poljubno Stevilo x € R.

@ Zaloga vrednosti Z; so vsa realna Stevila, ki
so vegja ali enaka 1, saj lahko v obliki x2 + 1
zapiSemo samo Stevila iz intervala [1, o).
Torej Z¢ =1, 00).

@ Vse povedano lahko ponazorimo tudi na grafu
(skica levo), katerega v nasem primeru
predstavljajo vse tocke oblike (x, x% +1), ko x
preteCe definicijsko obmocje Dy.

5 4 -3 2 10 1 2 3 4 5




Za funkcijo f(x) = Vx + 1 velja @ Definicijsko obmogje Dy so vsa realna Stevila,
ki so vecja ali enaka —1. Kvadratni koren
namre¢ lahko izraunamo le za pozitivha

) Stevila, torej mora veljati x > -1 in je
Df = [—1 5 <X>)
(]

Zaloga vrednosti Z; so vsa pozitivna realna
Stevila. Torej Z¢ = [0, o). Poudarimo: Ko
R E— 3 3 3 7 govorimo o funkciji, ki je dolocena s
kvadratnim korenom, za vrednost korena
vedno vzamemo samo pozitivno vrednost.

Na primer, v naSem primeru za f(x) = Vx + 1 velja f(3) = 2in f(3) # —-2. Dve
razliéni vrednosti funkcije pri isti neodvisni spremenljivki x = 3 bi bile namre¢ v
nasprotju z definicijo funkcije.

@ Vse povedano je ponazorjeno tudi na grafu (skica desno), katerega v naSem
primeru predstavljajo vse tocke oblike (x,v/'x + 1), ko x pretece definicijsko
obmocje Ds.

3

-1




Funkcije: naras¢anje in padanje

Ceza funkcijo na nekem intervalu iz definicijskega obmocja velja
@ X1 < Xp = f(xq) < f(x2), re¢emo, da funkcija na tem intervalu narasca.
@ Xy < Xo = f(x1) = f(x2), reCemo, da funkcija na tem intervalu pada.

Pomen naras¢anja in padanja funkcije sovpada z naras¢anjem in padanjem grafa
funkcije v smeri od leve proti desni.

Za funkcije na sliki velja ) .y
@ Zelena: nara$¢a povsod.

@ Rdeca: naras¢a na (—oo, 1] in pada na
[1,00).

@ Modra: naras¢a na [-1,1] in pada na
(=00, 1] u[1, 00).

@ Zracunom bi na primer za ‘rde¢o’ funkcijo

i : f(x) = - x%+ £x + £ in za poljubni dve Stevili

Xy < Xp iz intervala (—oo, 1] dobili
f(X1) < f(Xg).
Vzemimo na primer —1 < 0 in izraunamo
f(-1) =1 < 2 =1£(0).




Sode in lihe funkcije

@ Funkcija f(x) je soda, Ce je simetri¢na preko y osi. ZapiS§emo: f(-x) = f(x).
Soda funkcija ima torej isto vrednost pri x-u kot pri —x-u.

@ Funkcija f(x) je liha, Ce je simetricna preko izhodis€a. ZapiSemo:
f(-x) = —f(x).
Liha funkcija ima torej pri x-u obratno predznaceno in po absolutni vrednosti
isto vrednost kot pri —x-u.

Funkcije f(x) = |x]|, g(x) = x? in h(x) = cos x so zaporedoma predstavljene na
spodnijih treh grafih:

Vse tri funkcije so sode.




Funkcije f(x) = x, g(x) = x3 in h(x) = sin x so zaporedoma predstavljene na
spodnijih treh grafih:

Vse tri funkcije so lihe.

Funkcije f(x) = €, g(x) = loge X = log x in h(x) = x? + 2x + 1 so zaporedoma
predstavljene na spodnijih treh grafih:

Nobena od funkcij ni niti soda niti liha.




Injektivne in surjektivne funkcije

@ Funkcija f(x) je injektivna, Ce za x; # xo velja f(x1) # f(x2).
To pomeni, da injektivna funkcija pri dveh razli¢nih vrednostih ne more imeti iste
vrednosti. Velja tudi, da vsaka vodoravna premica seka graf injektivne funkcije
najve¢ enkrat.

@ Funkcija f(x) je surjektivna, e za vsako vrednost y € R obstaja vrednost
x € Dy, da velja f(x) = y.
Na kratko lahko re¢emo tudi, da surjektivna funkcija zavzame vsako vrednost ali
preprosto, da velja Z; = R. Velja tudi, da vsaka vodoravna premica seka graf
surjektivne funkcije vsaj enkrat.

@ Funkcija f Dy — R je bijektivna, e je injektivna in surjektivna.

Funkcija f(x) = &
s @ je injektivna, ker vsako vrednost zavzame
samo enkrat;

@ ni surjektivna, ker ne zavzame negativnih

) vrednosti;
/ @ ni bijektivna, ker ni surjektivna.




Funkcija f(x) = x3 - x
: @ ni injektivna, ker ne zavzame vsake vrednosti samo

. enkrat. Na primer vrednost 0 zavzame Kar trikrat,
namre¢ f(-1) = f(0) = f(1) = 0.
@ Funkcija je surjektivna, ker zavzame vse vrednosti:
Co Zi=R.
@ Funkcija ni bijektivna, ker ni injektivna.

Funkcija f(x) = x3
@ je injektivna, ker vsako vrednost zavzame samo
enkrat;

@ je surjektivna, ker zavzame vse vrednosti: Z; = R;
@ je bijektivna, ker je injektivna in surjektivna.




Funkcija f(x) = x?

/ @ ni injektivna, ker ni res, da zavzame vsako
vrednost samo enkrat. Na primer vrednost 1
zavzame dvakrat, namre€ f(-1) = f(1) = 1.

@ Funkcija ni surjektivna, ker ne zavzame
negativnih vrednosti.

@ Funkcija ni bijektivna, ker ni niti injektivna niti
surjektivna.

Kompozitum ali sestavljena funkcija
Za funkciji f(x) in g(x) definiramo kompozitum funkcij

(g N (x) =g(f(x))-

Poenostavljeno povedano kompozitum dveh funkcij pomeni ‘zaporedno delovanje
dveh funkcij’, ki ga smatramo kot novo funkcijo.

Kompozitum (ali komponiranje dveh funkcij) pomeni, da poljubno vrednost neodvisne
spremenljivke najprej vstavimo v prvo funkcijo in dobljeno vrednost te prve funkcije
vstavimo v drugo funkcijo. Dobljena vrednost, ki jo tako izracuna druga funkcija je
vrednost kompozituma teh dveh funkcij pri dani vrednosti neodvisne spremenljivke.

V sploSnem fog+gof.




Naj bo f(x) =2x in g(x) = x + 1. lzradunajmo (g o f)(x) = g(f(x)).

IzraCunajmo najprej
(go)(2) =9(f(2)) = 9(4) =5.
Splosno za poljubno vrednost neodvisne spremenljivke x pa dobimo

(9o N(X) = g(f(x)) = g(2x) = 2x+ 1.

Naj bo kot v prejSnjem primeru f(x) = 2x in g(x) = x + 1. Tokrat izracunajmo
(fog)(x) = f(g(x)).
Izracunajmo najprej
(fog)(2) =1(9(2)) =£(3) =6.
Splosno za poljubno vrednost neodvisne spremenljivke x pa dobimo
(fog)(x) =f(g(x))=f(x+1)=2x+2.

Vidimo torej, da je Ze za tako preprosti funkciji fog = go f.




Inverzna funkcija

Ce je f(x) injektivna funkcija, potem funkcijo £-1(x), za katero velja
(F'of)(x)=x in (fof)(x)=x,

imenujemo inverzna funkcija funkcije f.

Zgornji pogoj zapisemo tudi
fFlof=fof! =id,

pri emer id oznaduje identi€no funkcijo id(x) = x. Re¢emo tudi, da sta si taki
funkciji f in £~ druga drugi inverzni.

@ Za oznadevanije funkciji f(x) inverzne funkcije uporabimo oznako f~'(x). S tem
Zelimo poudariti, da gre pri inverzni funkciji za 'obratni proces’ kot pl‘l osnovni
funkciji. Ce je na primer £(3) = 2 in bo funkcija f imela inverz, bo £~1(2) = 3.

@ Inverznost, oziroma 'obratnost delovanja’ ali recipro¢nost funkcije in njenega
inverza nakazemo tudi s skico

f

SN

X X
f—1




O lastnostih inverzne funkcije

@ Zakaj mora biti funkcija injektivna, ¢e naj ima inverzno
funkcijo? Ce funkcija ni injektivna, potem funkcija vsaj 1 f
dve razliéni vrednosti preslika v isto vrednost. Na primer,
¢e biimeli f(-1) = f(1) = 1, potem za inverzno funkcijo \
=1 ne bi mogli dologiti, koliko naj bo njena vrednost pri
1, saj ‘obratni proces’ ne bi bil mogo¢ oziroma dobro do- /
lo&en. Po eni strani bi moralo veljati f~1(1) = -1 po drugi
pa f~'(1) = 1, vemo pa, da mora biti f~'(1), ée najbo 1
=1 funkcija, enoliéno dologen.

@ Ko razmisljamo o inverzni funkciji je podobno, kot e bi se v originalni funkciji
zamenijali vlogi odvisne in neodvisne spremeljivke. Odvisna spremenljivka
(rezultat’) originalne funkcije postane neodvisna spremenljivka (‘podatek’)
inverzne funkcije in kar je bila neodvisna spremenljivka ('podatek’) originalne
funkcije postane odvisna spremenljivka (rezultat’) inverzne funkcije. To lahko
zapiSemo

1 (x) =y < f(y) = x.
Inverzno funkcijo £~ torej lahko izraéunamo tako, da zamenjamo viogi
spremenljivk v obi¢ajnem zapisu y = f(x), torej x = f(y), in nato kot funkcijo x-a
izrazimo y = f~'(x).

@ Graf inverzne funkcije f~! dobimo tako, da prezrcalimo graf funkcije f prek
simetrale lihih kvadrantov.

Dinami¢na vizualizacija: https://ggbm.at/yépeydqr V https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs.
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Bodimo pozorni, namreé f~'(x) # IE—X) = (f(x))~". Pri funkcijah f~' pomeni ‘obratni
funkcijski proces’, medtem ko pri Stevilih a=' = 15 pomeni ‘obratno Stevilo’ v smislu

produkta.Tako kot je mnozenjez a~' = 15 obraten proces mnozenju z a, je uporaba
inverzne funkcije obraten proces uporabi osnovne funkcije.

-a 8! 1
X — Xx-a — XxX-a-a =x

L S

Funkciji f(x) = 2x + 1 poi§&imo inverzno funkcijo. Linearna funkcija f(x) =2x + 1 je
injektivna, zato njena inverzna funkcija obstaja. ZapiSemo y = 2x + 1 in zamenjamo

. . . . . = 1 I .
vloglxmytezlzrazTnoy..x=2y+1:y:%:%—E.DoblllsmotoreJ
f~1(x) = § - 1. Izradunajmo:

2x+1 1 1 1
Flof)(x)=fF1(f(x))=f"(2x+1) = X4 ———=x,
(f e H(x) (f(2)) ( V==5—=3 2%

(fof‘1)(x)=f(f‘1(x))=f(%—%)=2(g—%)+1=x—1+1:x.

Torej za funkcijo f~! res velja f~1 o f = fo f~! = id, kar pomeni, da sta si funkciji
f=1(x) = £ - § in f(x) = 2x + 1 inverzni.




Transformacije funkcij

S kompozitumom funkcij so povezane tudi transformacije funkcij, s katerimi si
pomagamo pri razumevanju in risanju raznih funkcij. Ce vzamemo enostavno
linearno funkcijo g(x) = x + 1 in poljubno funkcijo f(x), potem s komponiranjem teh
dveh funkcij dobimo navpiéni in vodoravni premik funkcije f(x).

Namrec,

(goN(x) =g(f(x)) = f(x) +1 ' | @

(fog)(x)=1f(g(x))=f(x+1). _ g ’

Na sliki desno so ponazorjeni grafi
osnovne funkcije f(x) in premikov za 1 v ;
levo in za 1 navzgor. /




Podobno kot s premiki si pri razumevaniju in risanju funkcij pomagamo $e z raztegi in
zrcaljenji.

@ Funkcija f(x — a) pomeni vodoravni premik funkcije f(x) za a v desno.
@ Funkcija f(x) + ¢ pomeni navpi¢ni premik funkcije f(x) za ¢ navzgor .
@ Funkcija f(%) pomeni vodoravni razteg funkcije f(x) za faktor a.

@ Funkcija ¢ f(x) pomeni navpicni razteg funkcije f(x) za faktor c.

@ Funkcija —f(x) pomeni zrcaljenje funkcije f(x) preko osi x.

@ Funkcija f(—x) pomeni zrcaljenje funkcije f(x) preko osi y.

Transformacije funkcij lahko nazorno predstavimo z dinami€nimi vizualizacijami

https://www.geogebra.org/m/ppetkarn V https:/www.geogebra.org/m/acrjsvvs.
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Funkcije - Nekatere elementarne funkcije

Potenc¢na funkcija
Kaj je potencna funkcija?

Potenc¢na funkcija je vsaka funkcija oblike f(x) = x4. Najbolje poznane potencne
funkcije so f(x) = x, f(x) = X2, f(x) = x3 in druge. Poten&na funkcija je tudi
f(x)=x"= } in druge funkcije, pri katerih je a € R.

Potencne funkcije z liho pozitivno potenco so
oblike f(x) = x?*1 za k ¢ N. Te funkcije imajo
lastnosti:

@ definirane so na celi realni osi, torej Dy = R;
@ zaloga vrednosti je cela realna os, torej
Z; =R;
@ so lihe funkcije:
@ so strogo narascajoce funkcije na celem Dy;

@ so injektivne, surjektivne in torej tudi
bijektivne funkcije.




Potencne funkcije s sodo pozitivho potenco so
\ ) oblike f(x) = x? za k ¢ N. Te funkcije imajo lastno-
sti:
@ definirane so na celi realni osi, torej Dy = R;

\ / o @ zaloga vrednosti so vsa pozitivna realna
,,,,,,, x\rzl/ Stevila, kar lahko zapiS§emo Z; = R*;

N\ / @ so sode funkcije:

S| 2 @ so strogo padajoée na intervalu (—oo, 0] in
h ¢ ! strogo narascajoce na intervalu [0, o0);

@ niso niti injektivne niti surjektivne;

Med potenéne funkcije s sodo potenco lahko $tejemo tudi zelo posebno in
enostavno konstantno funkcijo f(x) = x° = 1. To je funkcija za katero velja Dy = R,
Z; = {1}, je soda funkcija, ker je konstanta seveda niti ne naras¢a niti ne pada in
seveda ni niti injektivna niti surjektivna.




Potencne funkcije z liho negativho potenco so
oblike f(x) = x~(k+1) = za k € N. Te funkcije
imajo lastnosti:

@ definirane so na celi realni osi, razen pri
x =0, torej Df =R - {0};

@ zaloga vrednosti je cela realna os, razen
vrednosti 0, torej Z¢ = R - {0};

@ so lihe funkcije;

@ so strogo padajoce funkcije na celem
definicijskem obmocju Dy;

@ so injektivne, surjektivne pa niso, ker ne
zavzamejo vrednosti 0.

X2k




Potencne funkcije s sodo negativnho potenco so
oblike f(x) = x~%) = 1 za k ¢ N. Te funkcije
X

imajo lastnosti:

@ definirane so na celi realni osi, razen pri
x =0, torej Dy =R - {0};

@ zaloga vrednosti so vsa pozitivna Stevila, torej
Zf = (O,oo) = R+!

@ s0 sode funkcije:

@ so strogo narascajoce funkcije na intervalu
(—o0,0) in strogo padajoCe na intervalu
(0, 00);

@ niso niti injektivne niti surjektivne.

Dinamiéna vizualizacija potenénih funkcij s celostevilskimi potencami je dostopna na
povezavi https://ggbm.at/hkdhvewq V- https:/www.geogebra.org/m/acrisvvs.
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Potencne funkcije s potenco, ki ni nujno celo stevilo, so tudi potenc¢ne funkcije.
Pri teh je potrebna posebna previdnost.
Namre¢ Ze za a = % je potenéna funkcija oblike

#, 1< f(x) = X2 = \/X definirana le za pozitivne vrednosti
! spremenljivke x.

V splo$nem so torej potenéne funkcije definirane
le za pozitivne vrednosti x-a. Vse poten¢ne funk-
cije gredo skozi tocko (1,1). Za razumevanje je
koristno in zanimivo opazovati, kako se potencna
funkcija enakomerno (zvezno) spreminja s spremi-
- njanjem potence a. 'Nezveznost’ ali 'skok’ se zgodi

samo pria=_0.

Dinami¢€na vizualizacija splosnih potenénih funkcij je dostopna na povezavi
https:/ggbm.at/zudfntfv V' https:/www.geogebra.org/m/acrjsvvs.
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Polinomi

Linearno in kvadratno funkcijo Ze dobro poznamo iz srednje $ole. Obi¢ajno ju
zapi$emo v obliki f(x) = kx + nin f(x) = ax? + bx + ¢. Opazimo, da ‘dobimo’
kvadratno funkcijo, ¢e linearni funkciji dodamo ‘kvadratni ¢len’. Na primer, ¢e linearni
funkciji f(x) = 2x + 1 ‘dodamo’ x2, dobimo kvadratno funkcijo f(x) = x2 + 2x + 1.
@ Linearna funkcija (na primer f(x) = 2x + 1) je polinom prve stopnje.
@ Kvadratna funkcija (na primer f(x) = x? + 2x + 1) je polinom druge stopnje.
o Ce dodamo e ‘tretjo potenco’ (na primer f(x) = 2x3 + x2 + 2x + 1) dobimo
polinom tretje stopnje.
o Ce dodamo $e ‘ve¢ potenc’, kjer je ‘najvisja sedma potenca’ (na primer
f(x) = x” — x% + 2x% + x? + 2x + 1) dobimo polinom sedme stopnje.

Polinom prve stopnje - ponovimo
Funkcija oblike
f(x)=k-x+n

predstavlja premico.

@ nje zaCetna vrednost. Premica gre ¢ez to¢ko (0, n).
@ k je smerni koeficient premice. Premica gre ¢ez tocko (1,n+ k).
Primeri v okviru dinami¢ne vizualizacije: https://www.geogebra.org/m/zdvpjtkb V

https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs.
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Polinom druge stopnje - ponovimo
Funkcija oblike
f(x)=ax®+bx+c

za a # 0 predstavlja kvadratno funkcijo (parabolo).

@ f(x) = ax® + bx + ¢ je kvadratna funkcija zapisana v splo$ni obliki.
@ Vedno lahko zapidemo ax? + bx + ¢ = a(x — p)? + g, pri cemer je p = —3 in

q= %.Tocka T(p, q) je teme parabole. f(x) = a(x - p)?> + g je kvadratna
funkcija zapisana v temenski obliki.

o Ce veljia b? - 4ac > 0 lahko zapi§emo ax? + bx + ¢ = a(x — x) (X = Xp), pri
demer je xq 2 = "’*7 Vbo-4ac y. in x, sta niéli kvadratne funkcije.
f(x)=a(x-x1)(x - Xg) je kvadratna funkcija zapisana v ni¢elni obliki.

Primeri v okviru dinamiCne vizualizacije: nhttps:/www.geogebra.org/midhuszmvg V

https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs.
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Polinomi - splo$no

Funkcija oblike

p(x) = anx" + an_1x" "+ .+ aix + ag,

pri emer je an # 0, a; € R, je polinom stopnje n zapisan v splo$ni obliki.

@ Stevila ag, a1, . .., a» imenujemo koeficiente polinoma. Koeficient ap, to je

razlicen od 0. To je koeficient, ki dolo¢a stopnjo polinoma, ki je enaka n. Ostali
koeficienti so lahko tudi enaki 0. Koeficient a; se imenuje za¢etna vrednost
polinoma.

@ Polinomi so definirani za vsa realna Stevila: Dy = R.

Nic¢elna oblika polinoma: Polinom je v€asih mogoce zapisati v ni¢elni obliki, to je
kot produkt samih linearnih faktorjev.
@ Na primer polinom druge stopnje p(x) = x? — 1 lahko zapi$emo kot
p(x) =(x+1)(x-1). Slednje ze poznamo kot kvadratno funkcijo zapisano v
nicelni obliki.
@ Polinom tretje stopnje p(x) = x3 + x% — x — 1 lahko zapiSemo kot produkt
linearnih faktorjev p(x) = (x + 1)(x + 1)(x = 1) = (x + 1)2(x = 1).
@ Polinom stopnje n, ki ga je mogoce zapisati kot produkt samih linearnih
faktorjev, bo oblike p(x) = a(x — x1)(X = X2) ... (X = Xn).
@ Zapis polinoma v nicelni obliki je pomemben, ker iz takega zapisa razberemo
ni¢le polinoma.




Z racunom lahko preverimo, da je

p(x)=-x>+2x* +6x3 —8x%2 —5x+6 = —(x - 1)2(x +2)(x + 1)(x - 3)

Iz zapisa polinoma v ni¢eni obliki razberemo, da
ima polinom ni¢le pri 1,-2,-1 in 3. Ker je v iz-
razu (x — 1)? druga stopnja, re¢emo, da je 1 nigla
druge stopnje. Podobno kot pri funkciji f(x) = x®
se polinom v nicli druge stopnje x-osi le dotakne.
Glede na stopnje pri posameznih ni¢lah polinoma
lahko sklepamo, da se pri posamezni nicli, ki je na
primer stopnje k polinom obnasa podobno kot se
obnasa f(x) = x¥ ali kot f(x) = —x*. Ce nari$§emo
zgorniji polinom, dobimo desno S|Ik0




Nerazcepni polinomi: Ni pa mogoce razcepiti vsakega polinoma. Obstajajo tudi
polinomi, ki (realnih) ni¢el sploh nimajo.

@ V obliki produkta linearnih faktorjev ne moremo zapisati na primer polinoma
p(x) = x? + 1. Ta nima (realnih) nicel in ga zato ni mogode zapisati kot produkt
linearnih faktorjev. Re¢emo tudi, da polinoma v R ni mogoce razcepiti na
linearne faktorje.

@ Tak polinom je mogoce razcepiti v kompleksnih stevilih C. Namre¢
x2+1=(x-i)(x+1i), kijer je i ¢ C kompleksno $tevilo, za katerega velja > = —1.

@ Podobno je v R nerazcepen vsak polinom oblike p(x) = x> +czac>0. Tak
polinom se razcepi v C kot X2 + ¢ = (x — iv/€)(x + ir/C).

@ Od tu lahko hitro sklepamo, da obstajajo zapleteni polinomi, ki ni¢el sploh
nimajo. Na primer p(x) = (x2 + 1)(x? + 2)(x® + 5) = x® + 8x* + 17x? + 10 nima
nobene realne nicle.

@ Velja pa, da ima vsak polinom lihe stopnje vsaj eno (realno) niclo.

@ |z zapisa polinoma v ni¢elni obliki lahko sklepamo, da ima polinom stopnje n
kvecjemu n nicel.

@ Mnoge polinome je tezko razcepiti in ugotoviti, kakSne nicle imajo. Za vse
polinome pa velja, da jih je mogoce razcepiti na dva nacina:
e na linearne in nerazcepne kvadratne faktorje s koeficienti v R. Na primer
C-x¥rx—-1=(x-1)(*+1).
o na linearne faktorje s koeficienti v C. Na primer x® — x® + x =1 = (x = 1) (x = i) (x + ).
v




Polinom skozi dane tocke: Z poljubne tocke z razli¢nimi x-vrednostmi vedno
obstaja polinom, katerega graf vsebuje vse te toke. Ce je tock n, obstaja tak
polinom (ze) stopnje n— 1.
@ V primeru dveh tock je jasno, da dve tocki dolo¢ata premico, kar je graf
polinoma prve stopnje. To dejstvo ze poznamo.

@ Tri tocke dolo¢ajo polinom druge stopnije, to je kvadratna funkcija. Tudi to
dejstvo Ze poznamo in bi z nekaj raunanja najbrz znali tak polinom poiskati.

@ V primeru tock (x;,y;), i=1,...,n, i8emo polinom p(x) stopnje n—1, za
katerega bo veljalo p(x;) = y;. Kako tak polinom dobimo si bomo pogledali na
konkretnem primeru.




Vzemimo npr. tocke
(17_5)7 (276)7 (37_7)7 (479)

@ ZapiSimo izraze:

(x72)(x—3)(x—4)(_5) (x-1)(x-3)(x-4)
(1-2)(1-3)(1-4) (2-1)(2-3)(2-4)

x-1)(x-2)(x-4) -7) (x-1)(x-2)(x-3)
(83-1)(3-2)(3-4) (4-1)(4-2)(4-3)

@ Opazimo preprost vzorec oblikovanja teh &tirih izrazov. Prvi izraz smo dobili
tako, da smo v Stevcu napisali tri produkte oblike (x —__) in zaporedoma
vstavili x-koordinate vseh razen prve tocke. V imenovalcu pa enako, le da smo
namesto x vpisali x-koordinato prve to¢ke. Tako dobljen ulomek smo pomnozili
z y-koordinato prve tocke. Lahko je preveriti, da je prvi izraz polinom tretje
stopnje, ki ima pri 1 vrednost -5 pri 2, 3, 4 pa vrednost ni¢. Podobno je drugi
izraz oblikovan tako, da ima pri 2 vrednost 6, pri vseh ostalih pa vrednost 0. In
podobno $e za preostala dva. Ce vse &tiri izraze sestejemo, dobimo polinom
tretje stopnje, ki vsebuje vse stiri dane tocke.

@ Algoritem takega iskanja polinoma skozi dane toCke morebiti izgleda racunsko
dolg, a je za uporabo racunalniskega racunanja zelo preprost.

@ Takemu polinomu re€emo interpolacijski polinom.

Dinamicna vizualizacija: https://ggbm.at/s8wzbdkb V' https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs.
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Racionalne funkcije
Racionalne funkcije so funkcije v obliki ulomka
p(x)
q(x)’

kjer sta funkciji p(x) v $tevcu in g(x) v imenovalcu polinoma.

r(x) =

Vzemlmo racionalno funkcijo r(x) = XZJ in jo zapiS§imo v obliki
r(x) = X2 x % =1+ %4 Iz zapisa ugotovimo
@ Ker je Stevec racionalne funkcue enak x(x + 1), sta x =0 in x = -1 nicli (prve
stopnje) polinoma v $tevcu in zato tudi ni€li racionalne funkcije.

@ Ker je imenovalec racionalne funkcije enak (x —2)(x + 2), sta ni¢li imenovalca
enaki x = -2 in x = 2. Pri ni€lah polinoma v imenovalcu dobimo deljenje z nic,
kar pomeni, da tu racionalna funkcija ni definirana. Ker v blizini ni€le imenovalca
vrednost racionalne funkcije naras$éa preko vseh meja, recemo, da so nicle
polinoma v imenovalcu poli racionalne funkcije.

@ Za po absolutni vrednosti zelo velike x-e je x + 4 priblizno enako x in x° - 4
priblizno enako Xt4 ~ Xiz = } ~ 0. Torej je za po absolutni vrednosti
zelo velike x racionalna funkcija priblizno enaka 1. Funkcijo (to je polinom)
kateri se racionalna funkcija priblizuje za po absolutni vrednosti velike x-e
imenujemo asimptota racionalne funkcije. V nasem primeru je asimptota

y=1.




Ker velja
@ Podobno kot polinom tudi racionalna funkcija v ni¢lah lihe stopnje zamenja
predznak, v ni¢lah sode stopnje pa ne, saj se x-osi le dotakne.
@ Racionalna funkcija se v polih stopnje k obnasa podobno kot funkcija X‘—k Torej
zamenja predznak za lihe stopnje in ohranja predznak za sode stopnje.

@ Za po absolutni vrednosti zelo velike x-e se racionalna funkcija priblizuje
asimptoti.

@ Ko izratunamo vrednost racionalne funkcije za katero
izmed vrednosti, ki ni niti nlcla niti pol, v nasem

primeru na primer r(1) = 3, bomo s premislekom in
v naSem primeru upoStevanjem

Nigle: 0, -1
Poli: -2,2
Asimptota: y =1
Ze lahko narisali graf.

@ Opazimo $e, da za x = -4 velja r(x) = 1. V tej tocki (pri x-u za katerega je
ostanek pri deljenju Stevca z imenovalcem enak 0) racionalna funkcija seka
asimptoto.




Racionalne funkcije - povzetek

Racionalna funkcija je funkcija oblike

r(x) = M

b
q(x)

kjer sta p(x) in q(x) polinoma. Da bi racionalno funkcijo razumeli in znali narisati
njen graf

@ najprej dolo¢imo nicle Stevca in ni¢le imenovalca.

@ Definicijsko obmodje racionalne funkcije so vsa realna Stevila razen nicel

imenovalca: D, = R \ {ni€le imenovalca}.
@ Nicle $tevca skupaj s stopnjami dolo¢ajo nic¢le racionalne funkcije.
@ Nicle imenovalca skupaj s stopnjami dolo¢ajo pole racionalne funkcije.

@ Po delienju p(x) s g(x) zapi§emo r(x) = gg; = a(x) + Zg; , pri Gemer je

stopnja o(x) manj$a od stopnje q(x). Polinom a(x) (lahko je a(x) = 0) je
asimptota racionalne funkcije. Za zelo velike in za zelo majhne x se r(x)
priblizuje vrednosti a(x). Funkcija lahko asimptoto tudi seka. To se zgodi v
tockah, kjer je o(x) = 0.




‘Ne-okrajSane’ racionalne funkcije

Doslej smo obravnavali ‘okraj$ane’ racionalne funkcije. To pomeni, da so nicle
razlicne od polov. Lahko se pa zgodi, da bi pri raCunanju dobili, da je ista vrednost
hkrati ni¢la in hkrati pol racionalne funkcije. To pomeni, da je racionalna funkcija
napisana v ne-okrajsani obliki, oziroma, da imata Stevec in imenovalec kak skupen
faktor. Za zgled vzemimo funkcul r(x) =%in q(x) = XL 1 . Ce ulomka formalno
pokrajgamo, dobimo r(x) = % = 5 in q(x) = x2 = X. A spomnimo se,daz0ne
smemo deliti. Mi pa smo deIiI| z O v prvem primeru, ko je x = 0 in v drugem primeru,
ko je x = 1. Torej smo funkciji r(x) in q(x) po krajSanju napisali povrSno. Pravilen
zapis bi bil

r(x)—{ 1 zaxto q(x)—{ 1 zax#1

nedefinirano, zax=0 nedefinirano, zax=1

Ker je prva funkcija pri x = 0 tudi sicer nedefini-
rana, je dejansko r(x) = 1, medtem ko je g(x) = X
le za x # 1, pri x = 1 pa q(x) ni definirana, saj
¢e v originalno funkcijo g(x) vstavimo x = 1 do-
bimo ‘0 deljeno z 0. Graf racionalne funkcije q(x)
nariSemo tako, da s ‘krogcem’ (kot na sliki) ali pu-
S¢icami oznacimo, da v dani to¢ki funkcija ni defini-
rana.




Eksponentna funkcija
Eksponentna funkcija je vsaka funkcija oblike f(x) = &, a > 0. Za razliko od
potencne funkcije je pri eksponentni funkciji spremenljivka x v eksponentu.

Ponovimo:
Eksponentna funkcija: f(x) = &° Potenéna funkcija: f(x) = x?

Pogoj, da je osnova pozitivna (a > 0) je potreben zaradi definiranosti funkcije.
Neodvisna spremenljivka x v eksponentu namre¢ zavzame poljubne vrednosti x € R.
Ce bi veljalo a < 0, bi bila to zelo ¢udna funkcija, ki pri mnogih x-ih (npr. pri x = 217 za
k € Z) sploh ne bi bila definirana.
Eksponentna funkcija f(x) = a*, a > 0 ima lastnosti:
@ definirana je na celi realni osi, torej Df = R;
@ zaloga vrednosti so vsa pozitivna realna $tevila, torej Z¢ = R* = (0, 00);
@ gre skozi tocki (0,1) in (1, a);
@ je injektivna za vsak a # 1;
@ za a> 1 je strogo narasc¢ajoca na celem Dy;
(1) 1/ @ za a< 1 je strogo padajo¢a na celem Dy;
! @ za a=1 je konstantna funkcija f(x) = 1* = 1;
o

ena najpogosteje uporabljenih eksponentnih
funkcij je f(x) = e*,za e =2.71828....




Eksponentna funkcija - primeri 1

Razumevanje ’neverjetno hitre’ rasti eksponentne funkcije razlozi tevilno navidezno
neverjetne pojave:

@ Kaj bi pomenila ‘idealna’ 3% gospodarska rast (in rast porabe energije) za
obdobje 6000 let?Za 1 liter goriva danes bi ¢ez 6 000 let porabili

1 '036000 & 1077

litrov goriva.Kako veliko je to Stevilo?

e Prostornina planeta Zemlja je priblizno 102 litrov.

@ Prostornina krogle s sredis¢em v sredi§¢u Sonca, ki bi segala do Zemlje, je priblizno
10% litrov.

@ Prostornina krogle s sredi§¢em v sredi$€u Sonca, ki bi segala do nam najblizje
zvezde Alpha Centauri, ki je od nas oddaljena 25 000 milijard kilometrov (priblizno 2.7
svetlobnih let), je priblizno 10°° litrov.

@ Prostornina vesolja (krogle z radijem 13.7 milijard svetlobnih let), je priblizno 10%2
litrov.




Eksponentna funkcija - primeri 2

@ Kolikokrat lahko prepognemo list papirja? Ce bi 0.1 mm debel list papirja
prepognili 42 krat, bi dobili ‘debelino’ 0.1 mm x 242 ~ 439 805 km. Od Zemlje do
Lune je priblizno 350 000 km.

@ Koliko riza bi dobili, ¢e bi na 64 Sahovskih polj zaporedoma postavili
1,2,4,8,16,... zn? 1+2+4 +...+ 283 =264 _{ = 18446744 073709551615

18446744073709551615

~ 7000000000
22000-1000-40-3

To so 3 tovornjaki (40 ton) za vsakega prebivalca Zemlje.

o Sirjenje virusa v pandemiji v odvisnosti od faktorja ('socialne discipline in
kuznosti’) je popdano z eksponentno rastjo:

dni/k 2\ 15\ 1\ 05 \02
7 2187 610 | 128 | 17
10 59049 | 9537 | 1024 | 58

15 | 14348907 | 931323 | 32768 | 438 | 15




Logaritemska funkcija

Eksponentna funkcija f(x) = a*,a> 0in a # 1 je injektivna, zato obstaja njen inverz
f~1(x). Inverzno funkcijo eksponentne funkcije imenujemo logaritemska funkcija in
jo oznagimo f~'(x) = log,(x). Pri tem seveda velja a> 0in a # 1. Stevilu a re¢emo
osnova logaritma.

1z lastnosti eksponentne funkcije sledi, da za logaritemsko funkcijo f(x) = log,(x)
veljajo lastnosti:

@ gre skozi tocki (1,0) in (a,1);

@ definirana je za vsa pozitivna realna $tevila, torej Dy = R* = (0, o0);

| @ zaloga vrednosti so vsa realna Stevila, torej
‘ logy(a) — Zf =R;

@ x=a& <= log,x =y (enacbi sta ekvivalentni);
@ je injektivna in surjektivna (bijektivna iz R* — R);

\ @ za a> 1 je strogo narasc¢ajoca na celem Dy;
‘ logy(2) @ za a< 1 je strogo padajoca na celem Dy;




Logaritemska funkcija - dodatne lastnosti

o T ker & =
log @ =1 ker a' =
loga(Xy) =loga X +108aY «vvoivnie ker &tV = a* - @

log, x" = rlog, x.
@ Opozorilo: iz razumevanja definicijskega obmodja sledi, da sta tako x” kot x
pozitivna. Tako ni odve¢ opozoriti, da velja npr. log, x2=2 log, |x|.

logp X
logp a®

log, X =

o Komentar: Tej formuli reéemo tudi prehod na novo osnovo. Opazimo, da je @

konstanta. Tako smo logaritem z osnovo a zapisali kot logaritem z osnovo b in ga
sili 1.
pomnozili s konstanto apa

log, X 1
log, X = e -logy, x
logya log,a




Eksponentna in logaritemska funkcija - primerjava

ax log, X
definicijsko obmodije R (0,00)
zaloga vrednosti (0, 00) R
1<a naras¢a narasca
B f— |
V
O<ax<1 pada pada




Najpogosteje uporabliene osnove eksponentne in logaritemske funkcije
@ Najpogosteje uporabljena osnova je e = 2,71828.... Uporablja se tudi druge
osnove, kot na primer 2 in 10.
@ Uporabljamo oznako: log x = log, x.

@ Zakajje e = 2,71828... tako posebna osnova? Eksponentna funkcija e* in
logaritemska funkcija log x = log, x sta edini funkciji, ki imata v tocki (0, 1)
oziroma v tocki (1,0) strmino enako 1. To je zelo pomembno pri analizi funkcij
(pri odvodu).

log, x

Dinamicna vizualizacija: https://ggbm.at/djumfed5 V https://www.geogebra.org/m/acrisvvs
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Kotne funkcije

V pravokotnem trikotniku so vsa razmerja stra-
nic odvisna le od enega izmed kotov. Zato
lahko v pravokotnem trikotniku definiramo funk-
cije

‘nasprotna kateta’

sin(kot) = Jlaspromna xared

‘hipotenuza’
‘prilezna k ’
cos(kot) = [priiezha kaleta e a atel,[a
‘hipotenuza
‘nasprotna kateta’ ‘prilezna kateta’
tan(Kot) = LooPromna kaxeta cot(kot) = —Prezna kaleld
prilezna kateta nasprotna kateta

Funkcije imenujemo zaporedoma ‘sinus’, ‘kosinus’, ‘tangens’ in ‘kotangens’. To so
kotne funkcije. Argument (neodvisno spremelnjivko) kotnih funkcij obi¢ajno
oznacujemo z x ali z grskimi érkami «, 3, . . ., da ponazorimo kateri kot
obravnavamo. V nasem primeru glede na sliko torej velja:

, cot(a) =

sin(a) = —, cos(a) = g, tan(a) =

o ol
VIT T
Tly olo

sin(8) = 2, cos(B)= 2, tan(B) =2, cot(8) -

V¢asih se uporabljajo tudi alternativne oznake tan(x) = tg(x) in cot(x) = ctg(x).




cos(X)
sin(x) ’

sin(x)
cos(x)’

Velja tudi tan(x) =

cot(x) =

tan(x) = cot(x) in cot(x) = tan1(x).

Kotne funkcije na enotski kroznici

Razmislimo, da so prej definirane kotne funkcije dolo¢ene s pomocjo pravokotnega
trikotnika. Torej vemo le kolikSne so kotne funkcije za kote ki so vecji od 0 in manjsi
od 90°.

Ik Ce v koordinatni sistem nariemo kroznico s
i sredi$¢em v izhodis¢u in radijem 1 (enotsko
kroznico), ter opazujemo, kje kroZnico seka
poltrak iz izhodis¢a, ki ga dolo¢a kot o glede
ity na x-0s, opazimo ‘pravokotne trikotnike’, v ka-
terih lahko opazujemo vrednosti kotnih funkcij.

Ker je radij kroznice 1, lahko razmislimo, da
vrednosti kotnih funkcij dobijo nazorni geome-
trijski pomen, ki je nakazan na sliki.




Kotne funkcije za kote veéje od 90°

y Razmislek o kotnih funkcijah v enotski kroznici
omogoca nazorno definicijo kotnih funkcij tudi
za kote, ki so vecji od 90°.

Bodimo pa pozorni na predznake vrednosti ko-
tnih funkcij glede na koordinatni sistem. Za

kote vecje od 90° in manjSe od 180, je (opa-
zujmo sliko) sinus pozitiven, kosinus negativen,
tangens negativen in kotangens negativen.

Opazimo, kako se ‘razbereta’ tangens in kotan-
gens na premicah x =1iny =1.

Kotne funkcije za kote vecje od 180° in manje od 270°

y Za kote veéje od 180° in manj$e od 270°, je
(opazujmo sliko) sinus negativen, kosinus ne-
gativen, tangens pozitiven in kotangens poziti-

ven.

Opazimo, kako se ‘razbereta’ tangens in kotan-

gens napremicah x=1iny=1.




Kotne funkcije za kote veéje od 270° in manjse od 360°

y Za kote vecje od 270° in manj$e od 360°, je
(opazujmo sliko) sinus negativen, kosinus po-
zitiven, tangens negativen in kotangens nega-
tiven.

Opazimo, kako se ‘razbereta’ tangens in kotan-
gens napremicah x =1iny=1.

Razmislimo, kaksne vrednosti kotnih funkcij bi dobili za negativi kot —a? Dobili bi iste
vrednosti kot za kot 360° - a.

Z razumevanjem kotnih funkcij na enotski kroznici je mogoce razloziti mnoge
njihove lastnosti.

Opazujmo in raziskujmo z dinamiéno vizualizacijo https://www.geogebra.org/m/gvbew3cy V

https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs.
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Stopinje in radiani
Kako merimo kote?

Kote obi¢jano merimo v ‘stopinjah’ ali ‘radianih’. Merjenje v ‘radianih’ je za nekatere
namene veliko ugodnej$e od merjenja v ‘stopinjah’.

Osnovna povezava med ‘stopinjami’ ali ‘radiani’ je, da polni kot meri 360 ‘stopinj’,
oziroma 2 ‘radianov’. Torej velja

360° = 27" oziroma 180° = =@

Koliko ‘stopinj’ je na primer %rd in koliko ‘radianov’ je na primer 60°?

2rd 2 9 o 12 o rd rd
i ,.ﬂ - 70 60° = GO-L - w
3 3 =« T 180 3

‘Radiani’ merijo kote z razmerjem med dolzino loka in radijem kroga.

e ©

Kot 17 je kot pri katerem je lok enako dolg kot

radij. Kot 0.5 je kot pri katerem je lok dolg po- >
lovico radija. / /\ /
I\

V nadaljevanju bomo pretezno uporabljali ‘radiane’, v€asih pa tudi ‘stopinje’.

Dinami¢na vizualizacija: https://ggbm.at/xpeqtstp V' https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs
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Periodi¢nost

Iz razumevanja kotnih funkcij na enotski kroznici je o€itno, da se vrednosti vseh
kotnih funkcij ponovijo, ¢e kot pove¢amo za ‘polni kot'. Re¢emo tudi, da se vrednosti
kotnih funkcij ponovijo s periodo 27, oziroma 360°.

@ Funkciji sin x in cos x sta periodi€ni s periodo 27 ozirmoma 360°.
@ sin(x +27) =sin(x)
@ cos(x +27) = cos(X)

@ Funkciji tan x in cot x sta periodi¢ni s periodo 7 ozirmoma 180°.
@ tan(x + ) = tan(x)
@ cot(x + ) = cot(x)

Nekatere druge lastnosti kotnih funkcij

Med kotnimi funkcijami veljajo Stevilne zveze. Na primer iz razumevanja kotnih
funkcij na enotski kroznici hitro sledi:

2x+cos?x =1

@ sin
@ cos(5 — X) =sinX, sin(5 - X) =cosx
@ sin(m — x) =sin X, cos(m — X) = —cos X
@ sin(m+ X) = —sin X, cos(m + X) = —cos X

Z nekaj ratunanja, pa je mogoce dobiti tudi Stevilne druge enakosti, kot na primer:
1
C052 X

@ cos(X +y) =cosxcosy —sinxsiny

@ tan®x+1=

@ sin(X +y) =sinXxcosy + cosXsiny




Definicijska obmocja in zaloge vrednosti

Z razumevanjem kotnih funkcij na enotski kroznici lahko hitro dolo¢imo tudi njihova
definicijska obmoc¢ja in zaloge vrednosti.

sin X cos X tan x cot x
Dy R R R-{Z +kn} | R-{km}
Ze | [-1,1] | [-1,1] R R

Grafa sinusa in kosinusa

Z razumevanjem vrednosti funkcij f(x) = sin(x) in g(x) = cos(x) na enotski kroznici
nari§emo grafa (modro: sinus in zeleno: kosinus).

N
NN
N

-1

@ Dinamicna vizualizacija: https://ggbm.at/cynexdyr , https:/ggbm.at/agdw2cmx in https://ggbm.at/bwrbzm3y

V https:/www.geogebra.org/m/acrjsvvs
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Grafi kotnih funkcij - stopinje in radiani

Opozorilo: Graf na primer funkcije sin x pogosto riSemo tako, da nismo posebej
pozorni na enote. To je, v€asih re¢emo, da ima funkcija ni¢lo pri 7 in v€asih, da ima
niclo pri 180° ter nariS$emo enega izmed grafov

, _ ’
/ \ / 180 360
> ' — S .

Ko govorimo o splo$nih lastnostih in obliki funkcije to res ni potrebno, sicer sta pa to
bistveno drugaéna grafa oziroma funkciji. Pravilen je dejansko samo prvi izmed
zgornjih grafov, pri drugem smo pa x-os ‘moc¢no skréili’, namre¢ enoti sta enako dolgi
le na prvem izmed zgornijih grafov, kjer = ~ 3.14 dejansko ustreza 3-em enotam.

V koordinatnem sistemu, ki ima enako dolgo enoto na x in na y osi sta funkciji
sinusa, kjer je argument v radianih oziroma stopinjah bistveno drugacni. Ce
oznagimo f(x) = sin(x™@) in g(x) = sin(x°) bosta v istem koordinatnem sistemu
funkciji izgledali bistveno drugacni.

Seveda, funkcija g(x) je veliko bolj ‘raztegnjena’. Maksimum, to je vrednost 1
doseze Sele pri x = 90 in ne pri x = 7 ~ 1.57 kot f(x).
VizuaIizacija: https://www.geogebra.org/m/paeshjcz V' https:/www.geogebra.org/m/acrjsvvs
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Grafa tangensa in kotangensa

Z razumevanjem vrednosti funkcij f(x) = tan(x) in g(x) = cot(x) na enotski kroznici
nari$emo grafa (modro: tangens in zeleno: kotangens).

| ’ ) ’ ‘

@ Dinamicna vizualizacija: https://ggbm.at/bwrbzm3y V' https://www.geogebra.org/m/acrisvvs
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Nekatere vrednosti kotnih funkcij

X | sinx | cosx | tanx | cotXx
0 0 1 0 +00
il | P9 |8
HEI R
o 1 0 +00 0




Krozne funkcije - arcsin x
Krozne funkcije je ime za (prirejene) inverzne funkcije kotnih funkcij.
Kotne funkcije niso injektivne, zato ne obstajajo njihove inverzne funkcije.
Ce pa se omejimo na obmodje, kjer je posamezna kotna funkcija injektivna, lahko
definiramo njen inverz.

Funkcija sinus je bijektivna kot funkcija

i T T, sin
0s -——,=]—[-1,1
f =2 211 =2 1,9
7 TZ 7 . Zato obstaja inverzna funkcija, ki jo imenujemo ar-

kus sinus in ozna¢imo arcsin x. Ta funkcija je bi-
jektivna kot funkcija

arcsin T

- Na sliki levo je v zeleni barvi narisan odsek origi-
2 nalne funkcije sin x, z modro pa njen inverz arcsin x.
T g Kot za druge med sabo inverzne funkcije velja

y =arcsinX <= siny = X

Velja tudi Darcsin = [_1 ) 1]: Zarcsin = [_%7

].

ol




Krozne funkcije - arccos x

o " Podobno je kosinus bijektivna funkcija

o+ [0,7] <> [-1,1]

P Zato obstaja inverzna funkcija, ki jo imenujemo ar-

T kus kosinus in oznac¢imo arccos x. Ta funkcija je
4 bijektivna kot funkcija

arccos

[_171] —’[Ovﬂ—]

s

Na sliki je v zeleni barvi narisan odsek originalne funkcije cos x, z modro pa njen
inverz arccos x. Kot za druge med sabo inverzne funkcije velja

Yy =arccos X < cosy = X

Velja tudi Darccos = [*1 , 1], Zarccos = [0» 71'].

us

Velja enakost arcsin x + arccosx = 7. Dokaz: V pravokotnem
trikotniku s poljubnima kotoma «, 3, hipotenuzo 1 in kateto x ) !
veljasina = x in cos 8 = x. Torej a = arcsin x in B = arccos x. Ker

jea+ B =7, jestem dokaz Ze koncan.




Krozne funkcije - arctanx in arccotx

Podobno kot za sinus in kosinus definiramo inverzne funkcije tudi za tangens in
kotangens.
Tangens in kotangens sta bijektivni funkciji
T T, tan
“eal
[0,7] < [~o0, 00]

[—oo, °°:|

zato lahko definiramo bijektivni funkciji

arccot
[~00,00] —— [0, 7]
Velja torej
@ y=arctanx < tany =X
@ Darctan = R, Zarctan = (_%7 %
@ y =arccotX < coty = X
@ Darccot = R, Zarccot = (0,7)

Dinami¢na vizualizacija inverznih kotnih funkcij na nips:/ggbm.atbwrozmay v

https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs



 https://ggbm.at/bwrbzm3y 
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Nekatere vrednosti kroznih funkcij

X arcsin X | arccos X
us
0 0 5
1 T sy
2 6 3
V2 ™ ™
2 4 4
V3 ™ Lis
2 3 6

s

1 2 0

X arctanx | arccotx
us
0 0 z
V3 ™ ™
3 6 3
s s
1 T T
us us
0o % 0




Funkcije - limite

Limita funkcije

Limita funkcije v neki tocki pove kako se funkcija v okolici te tocke obnasa. V tej tocki
funkcija lahko sploh ni definirana.

Limita funkcije f(x) v tocki a je Stevilo, kateremu se vrednosti f(x) priblizujejo, ko
se vrednost argumenta x priblizuje vrednosti a. ZapiSemo

fm 4

in preberemo "limita f(x), ko gre x proti a".

Natan&na matematiéna definicija limite: Stevilo L je limita funkcije f(x), ko se x
priblizuje a, ¢e za vsako Stevilo € > 0 obstaja § > 0, da velja

[x-a <d = |f(x)-L|<e.

Intuitivno to pomeni, da €e bo x dovolj blizu a bo tudi f(x) poljubno blizu L.




Limita funkcije intuitivno

Ce je funkcija ‘lepa’ kot so obicajne funkcije, na primer polinomi ali druge ‘zvezne’
funkcije (graf je nepretrgana krivulja), je limita take funkcije v vsaki tocki kar njena
vrednost. O¢itno je namre¢, da se vrednosti funkcije priblizujejo vrednosti funkcije v
tocki, ko se argument priblizuje dani tocki.

Limite postanejo pomembne v posebnih tockah v katerih nam Sele limita pomaga
opisati, kaj se s funkcijo v blizini dane tocke pravzaprav dogaja.

Primeri

Poglejmo funkcije f(x) = X;, g(x) = Xin h(x) = Xiz in se vprasajmo, kaj so limite teh
treh funkcij pri x = 0, oziroma, kako se funkcije obnasajo v okolici tocke x = 0.

Ceprav nobena od treh funkcij v tocki x = 0 ni definirana, je v tem primeru lahko
ugotoviti

lim f(x) =0, lim g(x) =1in lim h(x) = +oo.

x—0 x—0 x—0

Za funkcijo h(x) re¢emo tudi, da limita, ko se x priblizuje 0 ne obstaja. Z zapisom
limy_o h(x) = £o0 smo o obnasanju funkcije v okolici x = 0 Zeleli povedati $e ve¢ kot
to, da limita ne obstaja. Namre¢, ¢e v zgornjih treh funkcijah krajSamo x, kar smemo
narediti z opombo, da pri x = 0 paé funkcije niso definirane, dobimo

f(x):xzax#O;g(x)=1zax#Oinh(x):%




Primer

Funkcija podana s predpisom

x2 -2, x<2,
f(xX)={-x+4, 2<x<4, .
1, 4<x

ima graf

@ Taki funkciji re€emo, da je odsekoma definirana (ker je definirana po odsekih z
loGenim predpisom).

@ Funkcija f(x) je definirana povsod: Dy = R.

° “”l f(x) ne obstaja: Ce se x priblizuje vrednosti 4 iz desne, je f(x) konstantno
X—
enaka 1. Ce pa se x priblizuje vrednosti 4 iz leve, se f(x) priblizuje vrednosti
f(4) =0.

@ V vseh ostalih tockah (a # 4) limita funkcije obstaja: lima f(x) = f(a).




Leva in desna limita
Intuitivno je lahko razumeti pojma leve in desne limite.

Leva limita je vrednost, kateri se funkcija priblizuje, ko se vrednosti x-a priblizujejo
dani tocki iz leve strani. Oznaka:

limf(x) ali lim f(x)

x/a X—a-
Desna limita je vrednost, kateri se funkcija priblizuje, ko se vrednosti x-a priblizujejo
dani toCki iz desne strani. Oznaka:

limf(x) ali lim f(x)

xNa x—at
Funkcija ima v dani tocki limito, Ce sta v tej tocki leva in desna limita enaki.

V primeru funkcije f(x) v zgornjem pri-
meru velja
lim f(x) =0 2
x4

lim £(x) = 1 ’ /

V tocki x = 4 torej funkcija nima limite.




Se nekaj primerov

Ko raéunamo limite funkcij (podobno kot pri zaporedjih), smemo krajsati, saj je
pri limiti vedno vpraSanje kako se funkcija obna$a ob ‘priblizevanju’ in ne ob
sami vrednosti, ki je mogoc¢e enaka 0.

i x—1 . x—1 i 1 1

m =Im =lim — = —

x>1x2 -1 x=>1(x-1)(x+1) x>1x+1 2

V toCkah, kjer je f(x) zvezna, limita f(x) vedno obstaja in je enaka funkcijski
a-1 1

X_
vrednosti. Npr. zaa=+1je li = = .
P e 1 21 art

Limite x — oo

Podobno kot pri zaporedjih lahko obravnavamo tudi obnasanje funkcij, ko gre
argument v neskonénost. Z limito to zapiSemo Xlim f(x) ali XIir_n f(x).




Zvezne funkcije

@ Funkcija je na intervalu zvezna, Ce je na tem intervalu graf funkcije
‘nepretrgana’ (zvezna) krivulja.

@ Funkcija je na nekem intervalu zvezna, €e v vsaki tocki intervala limita funkcije
obstaja (leva in desna limita sta enaki) in je kar enaka vrednosti funkcije.

o Ceje f zvezna v tocki a potem se vrednost f(x) v bliznjih todkah zelo malo
razlikuje of f(a).

o Ce sta f in g zvezni funkciji v todki a, potem so tudi of (« je étevilo), f+g, f-g
zvezne funkcije v tocki a. Funkcija é je tudi zvezna v a, Ce le g(a) # 0.

@ Funkcija iz zgornjega primera je zvezna v vseh
tockah razen v tocki x = 4.

o Ce je f zvezna na zaprtem intervalu [a, b] in je
f(a)f(b) < 0, potem obstaja to¢ka c € [a, b],
kjer je f(c) = 0. Pogoj f(a)f(b) < 0 pomeni, da
sta vrednosti f(a) in f(b) razlitno predznaceni
in ker je funkcija zvezna, mora nekje sekati x-
0s.




Se dve limiti

Nekaterim funkcijam je limito nemogoce dologiti s preprostimi metodami, kot je
krajSanje. Primera takih limit sta

im S im0k
x—=0 X x—0
Velja
im 5" 4 in im(1+x)} = e~2.71828.
x—0 X x—0
Opozorilo. _
fim ) _
x—0 X

velja samo za x v radianih. Ce je x v stopinjah dobimo

sin(x) _ T

x-0 X 180"




V enotski kroznici nari§imo poljuben kot x kot kaze
slika in izraGunajmo ter primerjajmo ploscine triko-
tnikov AABC in AABD ter plos¢ino kroznega iz-
seka vABC. Geometrijsko je o€itno, da za vsak x
velja

° AABC < vABC < AABD

Razmislimo: AABC = ") in AABD = 2% Medtem ko je vABC = £, &e smo kot
merili v radianih in vABC ¢e smo kot merili v stopinjah. Torej

360°

sin(x) < X i X < tan(x)

2 2 2 2
in ¢e poraéunamo
sin(x) <1 in cos(x) < sin(x)

X

oziroma .
cos(X) < M <1.

=1. S povsem podobnim sklepanjem bi

sin(x)
X

Ker je Iinb cos(x) =1, je tudi Iim
X—! x—0
sin(x) ™

= 780" ko v primeru uporabe stopinj vzamemo vABC = Z.

dobili, da je lim
x—0




Odvod

Kaj je odvod funkcije?

Odvod funkcije pove, kako se funkcija spreminja. Pogosto je stopnja spreminjanja
funkcije pomembnej$a od same vrednosti funkcije. Odvod funkcije v dani tocki tako
npr. lahko opisuje ‘napredovanje’ ali ‘nazadovanje’ v nekem trenutku, medtem ko
vrednost funkcije opisuje le trenutno stanje.

Opazujmo in komentirajmo grafe, ki zaporedoma ponazarjajo razvoj dveh drzav ali
temperaturo dveh bolnikov, dinamiko dveh razliénih razvojev ...

i




Ocenimo poslovanje

Na spodnjem grafu je ponazorjeno poslovanje podjetja v daljSem ¢asovnem
obdobju. Na x-osi je €as, na y-osi pa ‘pozitivna bilanca podjetja’. Tocke M; do M
ponazarjajo trenutke prevzema vodenja podjetja s strani menedzerjev M; do M;. V
to¢kah Ty do T7 primerjajmo ‘bilanco podjetja’ in ‘uspesnosti dela menedzerjev’.

@ Dinamicna vizualizacija strmine na Krivulji: nttps:/www.geogebra.org/m/njvthwpt V

https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs
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Smerni koeficient premice

z+h

Smerni koeficient k premice skozi dve dani
tocki (x,y) in (x + h, 2) je enak k = L.




Smerni koeficient sekante

Smerni koeficient 'sekante’ (na sliki) skozi
tocki (x, f(x)) in (x + h, f(x + h)) je enak
k = =) Sim manjsi je h tem
bolj se sekanta pribliza tangenti. Zato je
smerni koeficient tangente enak

- f(x+h)-f(x) .

kt =li
h—0 h

@ Dinamiéna vizualizacija: https://ggbm.at/qzee9wy8 V https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs

Odvod
Smerni koeficient tangente v dani tocki pove, kako se v tej tocki funkcija spreminja.
Imenujemo ga odvod in oznac¢imo f'(x). Torej zapiSemo
f(x + h) - f(x)

! :I-
A



 https://ggbm.at/qzee9wy8 
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs 

Odvod funkcije f(x) je torej definiran kot

f(x +h) - £(x)

f'(x) =li
) h'—»mo h

@ Izradunajmo f'(x) za f(x) = x°.
_ 2,02
F(x) = lim f(x +h)—f(x)  lim (x+h)s-x
h—0 h

h—0 h
. 2hx+h . 2x+h
= lim = lim =2X
h—0 h h—0 1

o Torej je odvod funkcije f(x) = x? funkcija f/(x) = 2x.
@ Funkcija f(x) = x? ima v vsaki togki (&, %) strmino enako 2a.
@ Poglejmo kaksne so strmine v nekaj tockah

tocka | strmina ‘ /




Primer

Izradunajmo f’(x) za f(x) = x.

. f(x+h)-f(x) . (x+h)-x
2 _ = =
(O e A
=lim—-=1Ilim1=1
h—-0 h  h-0
Primer
IzraGunajmo f'(x) za f(x) = 1.
1 _1
f’(X) = lim f(X+h)_f(X) = lim x+h X _
h—0 h h-0  h
X=(x+h) -1

= = S
ha0 (x + h)xh ha0 (x+hx  x2

@ Razmislimo geometrijsko, zakaj za f(x) = x velja f'(x) = 1.
@ Razmislimo geometrijsko, zakaj za f(x) = ¢ velja f'(x) = 0.




Lahko odvod vedno izratunamo?

NE! V¢asih ali vsaj v posameznih to¢kah odvoda za nekatere funkcije ni mogoce
izraGunati. Funkcija v neki tocki ni odvedljiva, e v tej tocki limita

'(x) :L%M;_f(x)

ne obstaja.

. Na primer, za funkcijo f(x) = |x| ta limita v tocki
x = 0 ne obstaja. Leva limita je -1 in desna limita
je 1. Funkcija ni odvedljiva. Geometrijsko obstoj
i odvoda v neki toCki pomeni ‘gladkost’, oziroma, da
. v tej toCki lahko dolo¢imo strmino krivulje. V pri-
meru f(x) = |x| vidimo, da v to€ki x = 0 ne moremo
govoriti o strmini: na levi je strmina enaka -1 na
B desnipa 1.

Odvedljive funkcije

Recemo, da je funkcija odvedljiva na intervalu [a, b], e lahko izraGunamo njen
odvod v vsaki to€ki intervala [a, b].

Odvedljiva funkcija na intervalu [a, b] je na tem intervalu zvezna (nepretrgana) in
‘gladka’.




Tabela odvodov elementarnih funkcij

f(x f'(x
(x) (x) %) £(x)
X axa—1 -
cos X —sin X
er er
1
& | a‘loga tan x (cosx)2
1 __1
log x X CoIps (sin x)2
log, x I
a xiegd arcsin x I —
sin X cos X 1-x
arctan x | —
1+x

Vse te formule sledijo, oziroma so izracunane po definiciji odvoda:

f(x+h)-f(x)

f'(x) = li
) had h




Opozorilo: Formule za odvode kotnih funkcij veljajo za kotne funkcije v radianih. V
stopinjah te formule ne veljajo. Na primer za funkcijo f(x) = sin(x) v stopinjah velja

(sin(x°))" = 55 cos(x?).

Pravila za ratunanje odvodov funkcij
Ce sta f in g odvedijivi funkciji, potem velja
o (f+g)(x)=f(x)+g'(x)
® (af)'(x) = af (x)
o (f9)'(x) = F(x)g(x) + f(x)g'(x)

100 109 - F0g' )
° (g(x) ) Q) ere) =0

e (f(g(x))) =(g(x)g (x) (posredno odvajanje)

Tudi vse te formule sledijo iz definicije odvoda:

f(x+h)-f(x)

f'(x) = li
0 Ao h




Posredno odvajanje

@ Formula za posredno odvajanje je Se posebej pomembna in jo zelo pogosto
uporabljamo. Formulo lahko ponazorimo ’grafi¢no’:

() -

@ Primer: IzraCunati Zelimo odvod funkcije f(x) = sin(log x).

(sin (lbi])), = COS(M).M' = e{{(oms) - % _

cos(log x)
X

@ IzraGunajmo (&*)’, ¢e vemo, da je (€¥)’ = ¥?
° ax - elogax - exloga
° (aX)I — (exloga)l — exlogaloga =g log a
X 1nai X ; 1
@ Izratunajmo (log, x)’, e vemo, da je (logx)" = ;7
log x
loga

7 _ (logx r_(Iogx)'_ 1
o (log,x) _(é) = “Toga ~ Xxloga

@ log,x =




Izracunajmo odvode:
Q f(x)=Vx
(VX)' = (x2) = Ix = L(vx) = 2
Q f(x)=Vx2-1

(V=1 = (-2 = J(E-1)72- (= 1) = J(Va=1)" - (2x) =

2v/x2-1  \/x2-1

Uporaba odvoda

S pomocjo odvoda dolo¢imo narascanje in padanje funkcij ter ekstreme in
stacionarne tocke.

o Ceje f'(xy) >0, je f v totki xy naradéajoca.
e Ceje f'(x) <0, je f v todki X, padajoca.

o Ceje f'(xg) = 0, ima f v todki x, stacionarno to¢ko: minimum, maksimum ali
prevoj (sedlo). V stacionarni tocki je tangenta na graf vodoravna.




Primeri stacionarnih to¢k

lokalni min. lokalni max. sedlo sedlo

Visji odvodi
Funkcije lahko odvajamo tudi veckrat.
o Ce odvod funkcije f’ $e enkrat odvajamo, dobimo drugi odvod funkcije

f7(x) = (') (x).
o Cejef'(xg) =0in f’(xp) > 0, potem je v xg lokalni minimum.

e Ceje f'(x)) =0in f’(x) < 0, potem je v xo lokalni maksimum.

o Ceje f'(xp) =0in ' (xy) = 0, potem iz teh podatkov §e ne znamo ugotoviti ali
je v Xo minimum, maksimum ali sedlo. Ce je '/ (xg) # 0 potem je v xo sedlo. Ce
pa je tudi f”(xp) = 0, moramo obravnavati $e visje odvode. Sklepamo pa
podobno kot pri zgornji uporabi prvega in drugega odvoda, le da uporabimo ‘lihi’
namesto ‘prvi’ in ‘sodi’ namesto ‘drugi’ odvod.

o




Primeri stacionarnih to¢k - ponovno

lokalni min. lokalni max. sedlo sedlo
f'(x0) =0 f'(x0) =0 f'(x0) =0 f'(x) =0
f”(Xo)>O f”(Xo)<0 f”(Xo)=O f”(X0)=O

Uporaba odvodov za risanje grafov

@ Prvi odvod nam pove, kje funkcija narascéa, kje pada in kje so stacionarne tocke,
@ Drugi odvod pove, kako se graf krivi:

e Kkjerje f(x) > 0, je f konveksna, graf funkcije f lezi nad tangento grafa,
o Ceje f"(x) <0, je f konkavna, graf funkcije f lezi pod tangento grafa.




Uporaba odvodov za risanje grafov - primeri

konkavna

konveksna

lokalni min. lokalni max. sedlo sedlo
f'(x0) =0 f'(x0) =0 f'(x0) =0 f'(x0) =0
f”(Xo)>0 f"(Xo)<0 f”(Xo)=0 f”(Xo):O




Ob ravnem zidu zelimo z 10 metrov dolgo ograjo zagraditi pravokoten prostor (kot
kaze slika). KakSen pravokotnik naj zagradimo, da bo plos¢ina ograjenega prostora
najvecja?
@ @ Z x oznacimo S$irino in z y viSino ograjenega
prostora.

@ Potrebujemo 2y + x = 10 metrov ograje. Torej
y=5-%.

@ Povrsinaje P = x-y. Torej P(x) = x-(5-%) =5x - %xz.
@ Ekstrem bo dosezen pri P'(x) =5-x=0. Torej x =5in y = 2.5.
@ Resitev je pravokotnik dimenzij 5 x 2.5.




Razi&¢imo stacionarne togke funkcije f(x) = x3 - 3x + 2.
@ Izratunamo f/(x) =3x2-3=0=—xy =1 in x = -1.
@ f(x)=6x == f"(1) >0 in f(-1) <0.
@ (1,0) je minimum. (-1,4) je maksimum.

Kaksne oblike naj bo valjasta plocevinka s prostornino 11, da bomo za izdelavo
porabili najmanj plocevine?
o Ce ima plogevinka premer 2r in visino v je njena prostornina wr2v. Ker 1 liter
ustreza 1dm?®, vzamemo za enoto decimeter. Torej wr?v = 1 in izrazimo
1

w2’
@ Povrsina je podana s formulo S = 27r? + 27rv. Torej
S(r) =2nr? + 27L = 27r? 4 2,
Tr r

a s/(r)=4ﬂ.r_r%:0=>r:3%/g:0.54.
3
1 (2")2_3 4 .
J V‘W‘T‘\/;’LOS

@ Plocevinka bo torej imela premer in visino oboje enako f/g dm, kar je 10.8 cm.

v




Globalni ekstremi

Odvedljiva funkcija doseze na zaprtem intervalu [a, b] svoj maksimum in minimum

@ v stacionarni tocki ali
ia b : a b

{”

@ na robu intervala
)

globalna ekstrema v stacionarnih tockah globalna ekstrema na robu globalni max. na robu

globalni min. v stacionarni tocki




@ Za funkcijo f(x) = x* — x dologite nigle, intervale nara$éanja in padanja,
ekstreme, intervale konveksnosti in konkavnosti ter ¢imbolj natanéno narisite
graf.

@ Koliksni sta najmanj$a in najvedja vrednost funkcije f(x) = x3 —3x + 2 na
intervalu [0,2]?

© Kmet Zeli ograditi pasnik s tirimi prekati (kot kaze slika). Na razpolago ima
6 000m ograje. Kaks$na naj bo ograjena povrsina, da bo povrsina pasnika
najvecja?




o f(X)=x*-x2=x3(x-1)(x+1)

o f/(x)=4x® —2x = 2x(V2x - 1)(v/2x + 1)

o f"(x)=12x?-2

@ Nicle: 0 2.6y, 1 (1.5t =1 (1.51)

@ Stacionarne tocke: (0,0) max, (17,—%) mins (—17,—%) i
@ Pada: (~o0,~—5) U (0, 75); Narasta: (-75,0) U (5, %)
@ Konveksna: (—oco, - o0 ); Konkavna: (-

1 1 1 1
TE)U(%7 V6’ \/é)

:
\/ i




f(x)=x3-3x+2
F(x)=3x2-3=3(x-1)(x+1)
f""(x) = 6x

Stacionarne tocke: (1,0) min, (-1,4) max
Na robovih [0,2]: f(0) =2in f(2) =4
Na [0, 2] funkcija zavzame minimalno vrednost 0 in maksimalno vrednost 4.




Naloga 3.

@ 6000 m =6 km;
@ Ograja: 2x +5y =6 =y =

@ Povrsina: P(x) =x-y=x-(

°P(x)=8-%=

nIw cnlm 0“@

0= x=

X
2
- &x
2,y - 6x _ 24
-5 =% -5
15iny=3-06




Priblizek z diferencialom

@ Odvod funkcije f zapiSemo tudi: f' = % oziroma dy = f'dx. Pritem ima ‘dx’
pomen ‘majhne spremembe’ ali diferenciala x-a, ‘dy’ pa ‘majhne spremembe’
y-a. Ker z y oznaéujemo funkcijske vrednosti, lahko zapiSemo tudi df = f'dx.

@ Tangentav xg:y =f(xg) + f'(X0) (X — Xg)-

@ Tangenta se blizu xo dobro prilega grafu f. Uporabimo jo za priblizke bliznjih
vrednosti funkcije. Pomembno je razumeti geometrijski pomen
f(xo + h) ~ f(xg) + f'(xg) h, oziroma

f(x +h) = f(x) + ' (x)h

Geometrijski pomen diferenciala

@ Velja
flx)+ fi(z) - h f(x+h) - f(x) = f'(x)h.
f(z+h) Manisi kot je h boljsi je
priblizek.

@ df = f’dx velja natan¢no, ker
je h = dx infinitezimalno
majhen.

£(a)

o h

Dinamicna vizualizacija Na https:/ggbm.at/udtmjs5p V' https:/www.geogebra.org/m/acrisvvs



 https://ggbm.at/udtmjs5p 
 https://www.geogebra.org/m/acrjsvvs 

@ S pomocjo diferenciala priblizno izratunajmo +/0.98.
Za f(x) = V/x bi radi priblizno izracunali f(0.98).
Ker je f'(x) = 2\[, velja
£(0.98) = f(1-0.02) = f(1) + f'(1)(-0.02) = 1 - 22 =1 -0.01 = 0.99.
Napaka, ki smo jo pri tem racunu naredili je manj$a od 0.0001.

@ S pomocjo diferenciala priblizno izracunajmo sin(2°).

Za f(x) = sin x bi radi priblizno izradunali f( {55 2 Bk

(Ne pozabimo, da moramo rac¢unati v radlamh )

Kerje f'(x) = cos x, velja

f(180 =f(0+g5) =f(0) +f(0)g5 =0+1- g5 = g5 = 0.03490.
Napaka, ki smo jo pri tem racunu naredili je manj$a od 0.000001.




Priblizki s Taylorjevimi polinomi
@ Z diferencialom smo dobili priblizek: f(xg + h) ~ f(xp) + f'(xo)h
@ Podobno s pomogjo visjih odvodov dobimo $e boljse priblizke:
(%) 1 )h 7 (x)h?
f(xo+h) = f(xo) + =32 -h+ —zr—+ —35—+...

o Znaku (klicaju’) re€emo fakulteta.
Tako npr. 3! preberemo 'tri fakulteta’. Pomen je pa razviden iz naslednjih zapisov:

1= 1
2= 2.1=2

3= 3.2.1=6
4= 4.3.2.1=24

Natanéno pa lahko ‘fakulteto’ definiramo rekurzivno:

1= 1

n= n-(n-1)!




Priblizki s Taylorjevimi polinomi - nadaljevanje
o Ce v formuli

/ " K2 " )
f(xo+h)ﬁf(X0)+f(1X0) he ! (Xgl) i [ ();) h

vzamemo Xg = 0 in zapiSemo h = x (re¢emo: priblizek ali razvoj v okolici 0)
dobimo:

f(X) ~ f(O) + f’(O) o Sp f’/((;)' . x2 . f”'(O) . x3

3!
@ Recemo, da funkcijo f(x) aproksimiramo s (Taylorjevim) polinomom
° Taylorjeve aproksimacije za nekatere znane funkcije
S = f o g
° cosx:1—§+% XG

1)1.x2n
zn 0 = (;n))!(

@ Iz prvega izraza pri x = 1 lahko na primer dobimo priblizke za e
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L'Hospitalovo pravilo

Odvod lahko pomaga izraCunati tudi posamezne limite. V&asih lahko za izratun
limite kvocienta uporabimo LHospitalovo pravilo, ki pravi: Ce velja

)I(l_)rr}i f(x) = )I(i_)nllg(x) =0, ali

lim £(x) = lim g(x) = +oo,

potem velja
fx) . (%)
ag0) TRg 00’
lim sin(x)  lim cos(x) 1
x-0 X x—0
lim 1 - cos(x)  lim sin(x) -0 cos(x) _ 1

x—0 X2 x-0 2x x-0 2 2




Integral

Se o funkcijah ...

Opazujmo pozitivno funkcijo f in njen graf.
Plos¢ina pod grafom funkcije f je ocitno
odvisna od funkcije f.

Ce opazujemo ploscino P(x) pod grafom
funkcije f od neke vrednosti (na primer a)
do vrednosti x, ki se spreminja o€itno do-
bimo neko novo funkcijo P(x). a | z

Razmislimo, kaj lahko povemo o tej funkciji? Zakaj je funkcija P(x) naras¢ajoca (tudi
Ce je f(x) padajoCa)?
@ Je mogoce, da Ceprav o funkciji P(x) ne vemo prav veliko, lahko ugotovimo
kolik§en je njen odvod P’ (x)?




Odvod funkcije plos¢ine pod grafom f(x)

@ Spomnimo se, da je odvod funkcije P(x) enak

P(x + h) - P(x)

P(x)=li
) hﬂo h

@ Ker funkcijo P(x) poznamo
predvsem iz slike si to nari§imo (slika
desno).

@ lzraz P(x + h) — P(x) ustreza
plosc¢ini ‘modrega pravokotnika’, ki je
priblizno enaka f(x) - h.

& ‘ T z+h

@ Torej velja

P'(x) = h“_m)o P(x+ h,); P _

f(x)




Odvod funkcije plos¢ine pod grafom f(x) je kar ...

Ugotovili smo torej, da je odvod funkcije plo$€ine pod grafom f(x) kar funkcija
f(x).

Kaj to pomeni?

Ker je na primer (%)’ = x?, oziroma za F(x) = % in f(x) = x? velja

F'(x) = f(x), nam funkcija F(x) veliko pove o plos¢ini pod grafom funkcije
f(x).

Ob pogledu na prejs$njo skico bi na primer F(3) bila plos¢ina pod grafom f(x)
med ain 3. Lahko si predstavljamo, da je a dovolj dale¢ na levo, oziroma, da bi
ploscino pod grafom f(x) na primer med 1 in 3 izraCunali preprosto z razliko
F(3)-F(1).

Plosgino pod grafom f(x) = x® na primer na intervalu od 0 do 2 bi izraunali

3

preprosto kot F(2) - F(0) = §, kjerje F(x) = %

@ Opazimo tudi, da bi povsem isti rezultat dobili, ¢e bi vzeli F(x) = § +C.




Nedoloceni integral

o Ce velja
F'(x) = f(x)

potem je ploscina pod grafom f(x) med ain b kar enaka
F(b) - F(a).

@ Zato je pri dani funkciji f(x) iskanje take funkcije F(x), da velja F'(x) = f(x)
zelo pomembno.

@ Pri dani funkciji f(x) iskano funkcijo F(x) imenujemo primitivna funkcija
funkcije f(x) ali nedoloc¢eni integral funkcije f(x).

@ Nedoloceni integral funkcije f(x) oznagimo z znakom

f f(x)dx

@ Opazimo, da Ce je F(x) primitivna funkcija f(x), je F(x) + C tudi primitivna
funkcija f(x).




Lastnosti nedolo¢enega integrala

@ Nedoloceni integral je torej pomemben postopek iskanja funkcije, ki omogoca
izracun plos€ine pod prvotno funkcijo.

@ Nedoloceni integral ... pomeni iskanje funkcije, katere odvod bo prvotna
funkcija.

@ Tabela odvodov je, ¢e jo razumemo v obratni smeri, hkrati tabela nedolo¢enih
integralov.

@ Lastnosti za nedolocen integral sledijo iz lastnosti odvoda. Na primer, ker velja

(F(x)+G(x)) = F'(x) + G'(x)

velja tudi
[ (F(x) + g(x))dx = f F(x)dx + f g(x)dx.
In ker velja
(aF(x)) = aF'(x),
velja tudi

/af(x)dx:aff(x)dx.




Tabela elementarnih integralov

Iz tabele elementarnih odvodov sledi:

1
fx"‘ dx = x4 Ca % -1
a+1

fexdx=e"+C

fcosxdx:sinx+C

ax
f o =tanx+ C
cos? x
=arcsinx + C

[ ax
V1 -x2
f%=arctanx+c

f%=|og|x|+0
X

/axdx=i+c
loga

[sinxdx:—cosx+C

f d: =—ctgx+C

sin“ x
f X =arccosX + C
Vi-x2

—dx
f W :arccth+C
+




Opozorilo !
Razmislimo: Ali iz prej$njih formul

[ 65 arcsinx + C in f i arccos X + C ter
— = i — =
V1-x2 V- x2

ax . —dx
fmzarctanx+c in /W:arcctgx+c

+ +

sledi arcsin x = — arccos x in arctan X = —arcctg X ?

NE, velja pa, da se funkciji arcsin x in —arccos x ter arctan x in —arcctg x razlikujeta le
za konstanto.
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Doloceni integral
Spoznali smo in se dogovorili
@ Ce velja F'(x) = f(x) re¢emo,
@ da je odvod funkcije F(x) enak funkciji f(x) , ali tudi
o da je funkcija F(x) nedolo¢eni integral (ali primitivna funkcija) funkcije f(x) in
zapiSemo

F(x) = f f(x)dx;
@ in plos¢ina pod krivuljo f(x) na intervalu od ado b je kar enaka F(b) — F(a).
@ |zraz
b
F(b) - F(a) = [ F(x)dx
a
imenujemo doloé€eni integral funkcije f(x) v mejah od a do b.

o Zapisemo tudi [ f(x) dx = F(b) - F(a) = F(x)|".

@ Doloceni integral fab f(x)dx pomeni ploscino pod grafom f(x) na intervalu od a
do b.

@ Formuli b
fa f(x) dx = F(b) - F(a) = F(x)|°

re¢emo tudi Newton-Leibnizova formula.




Nedolo¢eni integral kot ‘dolo¢eni integral’
Za funkcijo f(x) lahko nedoloCeni integral
F(x):ff(x) dx
zapiSemo tudi kot
X
F(x) = f(t) dt.
0= [ 1
Funkcija
X
F(x) = f(t) dt
= [T fw

je torej nedoloceni integral funkcije f(x) - torej velja F'(x) = f(x).

Ponovimo

o Ce velja F'(x) = f(x) potem je plo&gina pod grafom f(x) med ain b kar enaka
F(b) - F(a).

@ To velja tudi za funkcijo f(x), ki ni nujno pozitivna, le da je treba na tistih delih,
kier je funkcija negativna, plos¢ino Steti negativno.

@ Na primer za funkciji F(x) = % —xin f(x) = x3 -1 velja F'(x) = f(x). Ce
govorimo o plos¢ini ‘pod f(x)’ med 0 in 1 izraGunamo F(1) — F(0) = —%, kar
pomeni, da je plos&ina med grafom f(x) in koordinatnima osema enaka 2,

predznak pa pove, da je ta plosc¢ina pod abscisno osjo, oziroma, da je na tem
intervalu f(x) negativna.




Doloceni integral in plos¢ina
V kak$nem odnosu sta torej dolo¢eni integral funkcije in plos¢ina med x-osjo in
funkcijo?
. ) b
@ Cejef(x)>0zavsexe[ab],jeP= f f(x) dx,
a

b
e &eje f(x)<Ona [a,b],jeP:—f f(x) dx.
a




Dolo¢eni integral in plos¢ina - nadaljevanje

Doloceni integral funkcije ‘plo$¢ino nad x-osjo pristeva’, ‘plos€ino pod x-osjo pa
odsteva’. Ob primeru funkcije f(x) na sliki,

]

0.6 0.6
2|02 -1

0.4

flzx)

kjer so na grafu oznacene ustrezne ploscine ’krivocrtnih likov’ lahko zapisemo
naslednje dologene integrale

o [l f(x)dx=-03 o [Zf(x)dx=06
o [ f(x)dx=03 o [Zf(x)dx=03
o [ f(x)dx=09 o [%f(x)dx=07




Drugi pogled na dolo€eni integral

Za dovolj lepo (na primer zvezno) funkcijo f(x) na intervalu [a, b]

@ najprej interval [a, b] razdelimo na n pod-intervalov [ Xk, Xx+1],
k=0,1,...,n-1,
a=Xp<X{<...<Xp=b
. i b-a
tako, da bo vsak interval vsak Sirine 6, = —

@ Zavsak k =0,1,...,n-1 izberemo neko vrednost ck € [Xk_1, Xk] in

n
@ zapiSemo integralsko vsoto funkcije f kot " f(c;)dn.
i=1
o Cebizacye [Xk_1, Xk ] vsaki¢ vzeli kar levi rob intervala, to je cx = xx_1, bi za
primera n =5 in n = 20 pomen integralske vsote lahko predstavili grafi¢no kot
nasledniji ploscini

f(@) f(@)
] |




Drugi pogled na dolo¢eni integral - nadaljevanje

Doloceni integral funkcije f(x) na [a, b] torej lahko razumemo tudi kot:

fbf(x)dx: lim 3"#(¢;)n
a =i

i@ Intuitivno to pomeni, da plog&ino pod kri-
vuljo dobimo kot limito vsot ‘ozkih pravoko-
tnikov pod grafom funkcije’, kjer limita po-
meni, da vzamemo vse 0zje in 0zje pravo-
kotnike, kot je nakazano na sliki.
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Izracunajmo na ta nacin doloceni integral funkcije f(x) = x na intervalu [0, 3].

@ Interval [0, 3] razdelimo na n enakih delov. Vsak del ima §irino 6, = %

@ Delilne tocke so potem i- 3 zai=0,1,2,...,n.

o Cezacie[(i-1)-2,i-3]vzamemokarc;=i-2, potemje f(c;) =i- 2 in
f(c)on=1i-2.8 =3,
@ Dobimo
g 5.9 1 4. 1 n(n+1) 9
xdx=li i—=91lim —-Yi=9Ilm — - ———2 ==,
Sy xa= fim i =9 fim o Si=9 fim o BT <

@ Rezultat ustreza dolo€enemu integralu izratunanemu po Newton-Leibnizovi

formuli
2

3
f xdx:x—
0 2

® 3 2 9
s 2 2 2




Naloge

Izra¢unajmo
f(1 - x%)2 dx
1
f (1-x2)2dx
0
2
f (1-x2)2 dx
0
1
f1 (1-x2)2 dx
2
f2(1 -x2)2 dx

Izra¢unamo nedoloceni ntegral

2 1
f(1—x2)2dx:f(1—2x2+x4)dx:x—§x3+5x5+0.




Od tu dobimo

1
,
f (1—x2)2dx:(x—gx3+1x5) :1fg+17(070+0):E
0 37 "5 /|7 T35 15
2
2
f(1—x2)2dx:(x—gx3+1x5) :2—E+§—(O—O+O):ﬁ
0 3" "5, 3 5 15
. 1
f(1—x2)2dx=(x—gx3+1x5) :1—g+1—(—1+g—1):E
-1 3 5 _1 3 5 3 5 15
. 2
f(1—x2)2dx=(x—gx3+1x5) = —E+g—(—2+E—g):%
-2 3 5 ) 3 5 3 5 15
v

Se nekaj metod za raéunanje (doloéenih) integralov J




Uvedba nove spremenljivke

@ |z pravila za posredno odvajanje dobimo pravilo za uvedbo nove
spremenljivke pri racunanju nedolo¢enega integrala:

ff(U(X))U’(x) dx:ff(u) du

Pri tem je dobro du v drugem integralu razumeti kot du = u’(x) dx, kar ustreza
diferencialu funkcije u(x).

IzraGunajmo

ftanxdx

Zapi$imo [ tanx dx = [ S0X g

cos X
Uvedemo novo spremenljivko u(x) = cos x.
IzraGunamo du = (cos x)’'dx = —sin x dx

Torej velja [ tanx dx = [ 1% gx = — [ 1 qu

Cos X

(]
(]
]
(]
@ Izratunamo integral - [ 1 du = - log |u| + C.

@ Ponovno upo$tevamo, da je u(x) = cos x in dobimo
J tanx dx = - log| cos x| + C.




Izragunajmo [ x cos(x?) dx
@ Uvedemo novo spremenljivko u(x) = x2.
@ IzraGunamo du = 2xdx
o Torej velja [ X cos(x?) dx = § [ cos(u) du = }sin(u) + C = 3 sin(x?) + C.

Izratunajmo [ % ax.
@ Uvedemo novo spremenljivko u(x) =1 + 2¢e*.
@ IzraCunamo du = 2e*dx
@ Torej velja

[ iSxdx=17%=Lioglu/+C=

log|1 +2€*|+ C = 5 log(1 +2€¥) + C.

1 1
2 2

f\/MdX, /cos(g) ax, ‘/i fﬁdx, fcoss(x)dx

x+1’ x2 +1




Racunanije integralov ‘po delih’ - ‘per partes’

1z pravila za odvajanje produkta dobimo pravilo za integriranje po delih (per partes)

f u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) - f v(x)u'(x) dx

fudv:uv—fvdu

oziroma

Izradunajmo [ x - e dx.
@ Zapisemo, oziroma uvedemo novi spremenljivki

u=x av =¢eX dx

«—
«—

du = dx v=e"

@ Dobimo [ x-e*dx=x-&"- [eXdx=x-e¥-e"+C.




Izradunajmo | log x dx.
@ Zapisemo, oziroma uvedemo novi spremenljivki

U =logx dv = dx
¢ {

du:% vV=x

@ Dobimo [ logx dx = x-logx — [ dx =x-logx - x+ C.

Izradunajmo [ x - log x dx.
@ ZapiSemo, oziroma uvedemo novi spremenljivki

u =logx dv = x dx
{ i
_ ax _ X
dU—T V—?

. 2 2 2
@ Dobimo [ x-logx dx =% -logx -1 [ xdx =% -logx- % +C.




Se o plosdini

Plos¢ina med grafoma y = f(x) in y = g(x), f(x) > g(x) za x € [a, b], je enaka

P-= fab(f(x)—g(x)) adx

Kolikéna je plosgina med grafoma funkcij f(x) = 4x — x2 in g(x) = x® - 2x?
g(a

] -),““'J
A/

@ NariSemo funkciji f(x) in g(x).
/ X (3,3)
£

@ Dlocimo presecisci (0,0) in (3,3).
\ y

\
J2 (4x = x2 = (x2 —2x)) dx = \ |
12 (6x-2x2)) dx = _\

(
(3x% - 2x3)2 =27 -18=9

@ IzraGunamo

f03 (fx)-g(x)) dx =




Kako bi dolocili plos¢ino med krivuljama f(x) = sin x in g(x) = cos x na intervalu
[0,27]?

@ Dolo¢imo kje je f(x) > g(x) in kje f(x) < g(x).
@ ZapiSemo

5
e

fo% (cosx —sinx) dx + f,* (sinx - cosx) dx+f§r(cosx—sinx) dx =
4

4

= (sinX+cosX)|O% —(cosx+sinx)|5jr + (sinx+cosx)ﬁ£r =
4 4

= (F+ )0+ 1) - L)+ (L+ )+ (0+ 1) - (-F-R) =42
@ |z geometrijskega razumevanja lahko poenostavimo in ugotovimo, da je iskana

3 5r
plodgina enaka 2- [,* (sinx - cosx) dx = 4V/2.
4




Lastnosti doloenega integrala

° fbaf(x)dx:—fabf(x)dx

ofaaf(x)dx:o

o fab(f(x)+g(x)) dx=fabf(x) ax + fabg(x) dx
° fabaf(x)dx:afabf(x) dx

o /abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx

o Ceje flina, je f_:f(x) dx = 0.

o Ceje fsoda, je faf(x) dx =2 foaf(x) ax.
-a




Povprecéna vrednost funkcije
Povprec¢na vrednost funkcije f na intervalu [a, b] je
1 b
e fa £(x) dx.

w je visina pravokotnika z osnovnico [ a, b], ki ima plo$€ino enako kot obmocje pod
grafom y = f(x).

Plos¢ina pod krivuljo f(x) = sin x na intervalu [0, 7] je enaka
1

2

T
/ sinx dx = —cosx|g = 2.
0

0 g g
3 2

Isto plos¢ino ima na tem intervalu konstantna funkcija z vrednostjo p = %

alg
.

=S

Zato re€emo, da ima funkcija sin x na intervalu [0, ] povpre€no vrednost p =




Uporaba integrala
@ Ploscine likov omejenih s krivuljami.
@ Prostornina vrtenine, ki jo dobimo z vrtenjem grafa funkcije f(x) > 0 na intervalu

b
[a, b] okrog x-osi je podana s formulo 7 [ (F(x))? dix.
a
@ Dolzina loka grafa y = f(x), na intervalu [a, b] je podana s formulo
b
f 1+ (F(x))2 dx.
a

@ Povrsina plas€a vrtenine, ki jo dobimo z vrtenjem grafa funkcije f(x) > 0 na

b
intervalu [a, b] okrog x-osi je podana s formulo 27 f (/1 + (f'(x))2 dx.
a




Vektorji

Kaj so vektorji?
Vektor je doloCen s smerjo in dolzino.

Lahko reGemo tudi, da dve tocki dolocata vek- B
tor. Poljubni tocki A (zacetna) in B (kon¢na) do-
lo¢ata vektor.

Dva vektorja, ki sta vzporedna in enako dolga
sta enaka. (Imata isto smer in dolzino!)

Vektorji v ravnini ali prostoru
Vektorje v ravnini zapisemo s koordinatama @ = (a, b). Vektor @ = (a, b)
pomeni vektor od tocke (0, 0) do tocke (a, b).

Vektorje v prostoru zapi§emo s koordinatami @ = (a, b, c). Vektor & = (a, b, c)
pomeni vektor od tocke (0, 0,0) do tocke (a, b, c).

ai, a», as so koordinate ali komponente vektorja 3= (a1,a2,as).




Krajevni vektor

@ Vektor 74 = (ay, a2) v ravnini imenujemo krajevni vektor tocke A(ay, ao).

@ Vektor 74 = (a4, ap, a3) v prostoru imenujemo krajevni vektor tocke
A(ay,az, a3).

@ Geometrijski pomen

A(ay,a
ol (a1, )




Sestevanje vektorjev
Vektorje seStevamo po komponentah.
@ Zag=(ay,a)inb=(by,bo)je
a+b=(ay,a)+ (by,b2) = (a1 + by, a + by).

© Zaa=(ay,ap,as)inb=(by, bz, b) je
a+b=(ay,ap,a3)+ (b, bo,b3) = (@ + by, a + by, a3 + by).

o Naprimerzaa=(1,2)inb=(3,-1)jea+b=(4,1).
o Naprimerzaa=(1,2,3)inb=(3,-1,1) je a+ b= (4,1,4).

Grafiéni pomen sestevanja vektorjev




Mnozenje vektorja s Stevilom (skalarjem)
Vektor mnozimo s Stevilom tako, da njegove komponente mnozimo s tem Stevilom.
@ Zaag=(aj,a)inacRjea-a=a-(a,a)=(a-ay,a-a).
@ Zaa=(aj,a,a3)inacRjea-a=a-(ay,a,a) =(a-ay,a-a,a-az).
@ Naprimerza a=(2,1)ina=-1dobimo -1-(2,1) = (-2,-1).
© Naprimerzaa=(2,1) in o = 1 dobimo 3 -(2,1) = (1,1
@ Na primerza &= (1,2,3) in a = 3 dobimo 3- (1,2,3) = (3,6,9)
@ Geometrijski pomen (na primer za %é in-a):




Lastnosti sestevanja vektorjev
Za sestevanej vektorjev o€itno veljajo lastnosti
e a+b=b+a
o (4+b)+¢=2a+(b+¢)
@ Za nic¢elni vektor 0 = (0,0) v ravnini in 0 = (0, 0,0) v prostoru velja
0 3+0= a
e a-a=0
@ a(Ba) =(aB)azavse a,B R

Vektorji v ravnini

V ravnini Rzﬂimamo obiCajni koordinatni sistem s pravokotnima vektorjema
i=(1,0)inj=(0,1). S pomocjo vektorjev i in j lahko izrazimo vse ostale vektorje:

a=(aj,a)=a;-(1,0)+a-(0,1)=a;-i+aJ

A(a1 ) 32)




Vektorji v prostoru

V prostoru R3 imamo obicajni koordinatni sistem s pravokotnimi vektorji
i=(1,0,0),j=(0,1,0)in k= (0,0,1). S pomogjo vektorjev i, j in k lahko izrazimo
vse ostale vektorje:

é:(a17827a3):a1(17070)+32(07170)+a3(07071)=a17+327+a37(

A(ay,ap, as)




Vektor med tockama

Vektor A_é, ki se zac¢ne v tocki A in konc¢a v tocki B dolo¢imo

AB =757y

Na primer,za A= (2,-1,3)in B=(3,-2,1) je

AB=(3,-2,1) - (2,-1,3) = (1,-1,-2).




@ Zapisimo vektor od A(1,2,3) do B(3,0,-1).

@ ZapiSimo tocko, ki lezi to€no na sredini med A(1,2,3) in B(3,0,-1).
o Ce sta 2in b krajevna vektorja tok A in B, razmislimo, kaj pomeni
1a+2b

{ad+8b,0<a<1,0<8<1}

a+3(b-2a)

a+1(b-3)

o {a+a(b-3),acR}

o {ad+a(b-3),0<as<1}




Dolzina vektorja

DolzZino vektorja & = (ay, a2, as) oznacimo z || (ali tudi z ||a||). Velja

&l =\/a& + &2 + &

1 2 3

To sledi iz grafiénega razumevanja pomena vektorja

A(ay, ap, as)

in Pitagorovega izreka.




Enotski vektor

Vektorju, katerega dolzina je enaka 1, pravimo enotski (ali normiran) vektor.

Primer: Vektor n = (f \/ \/) je enotski vektor, ki ima isto smer kot vektor
a=(1,-1,1). Retemo tudi, da je 17, enotski vektor vektorja a.

TrikotniSka neenakost

Za poljubna vektorja  in b velja (trikotniska neenakost)
|a+b| <2 +1bl,

Trikotniska neenakost sledi iz razumevanja graficnega pomena vsote dveh vektorjev:




Kolinearnost, komplanarnost in linearna kombinacija vektorjev

Vektorja 2 in b sta kolinearna (ali vzporedna), Ge obstajata taki Stevili
(skalarja) a in 3, da velja ~
ad+ Bb=0.

Vektorji 3, b in ¢ so komplanarni (ali lezijo v isti ravnini), e obstajajo taka
Stevila (skalarji) o, 3, € R da velja

ad+ Bb+~¢=0.
Ce s0 ay, & in 33 vektorji iz prostora R3 in ay, oz, a3 € R skalarii, je vektor
CE [e72] é1 iz Cl{gég iz CvgéS

linearna kombinacija vektorjev &, & in as.

Vektor 3-(1,1,1) -2-(1,0,2) = (1,3,-1) je linearna kombinacija vektorjev
(1,1,1)in (1,0,2).

Vektor (3,-2,4) =3-(1,0,0)-2-(0,1,0) +4(0,0, 1) je linearna kombinacija
vektorjev i = (1,0,0), j = (0,1,0) in k = (0,0,1).




Nelinearni in nekomplanarni vektorji

o Ce sta @in b nekolinearna vektorja, lahko vsak vektor ¢ € R? zapigemo kot
linearno kombinacijo vektorjev ain b.

e Ce so 3, bin ¢ nekomplanarni vektorji, lahko vsak vektor d € R zapi$emo kot

linearno kombinacijo vektorjev 3, b in .
v

Skalarni produkt

@ Zavektorja @ = (ay, a,as) in b = (by, bo, b3) bomo Stevilo (skalar)
ai by + asbo + azb; zapisali na kratko kot 'produkt vektorjev’

é-B:a1-b1+a2-b2+as-b3

in ga imenovali skalarni produkt vektorjev z in b.
@ Izkaze se, da &e z ¢ oznadimo kot med vektoriema @ in b, velja enakost

é-5=a1~b1+ag-b2+a3~b3:|é|~|5|-cos<p

@ Skalarni produkt veliko pove o vektorjih. Namre€, za pravokotna si vektorja je
njun skalarni produkt enak nic.




Lastnosti skalarnega produkta

@ a b=b2a

o (a+b)-c=a-¢+b-¢

@ 3-(ab)=a(a-b) =(ad)-b

© 3-3=13°>0ind-2=0lezag=0
@ 4a-b=0«<2aibalia=0alib=0

Izradunajmo skalarni produkt vektorjev & = (2,-1,3) in b = (1,5, 1).

Dobimo @-b=2-1-1-5+3-1=0. Sklepamo lahko, da sta si vektorja ain b
pravokotna.

Kot med vektorjema

S pomogijo skalarnega produkta lahko dologimo kot ¢ med vektorjema ain b. Kot ¢
je doloc¢en s formulo

QO
o

cosp =

QO
o




@ Doloc¢imo kot med robom in telesno diagonalo kocke.

V kocki z robom 1, ki jo postavimo v obicajni koordinatni sistem, je rob dolocen
z vektorjem & = (1,0, 0), telesna diagonala pa z vektorjem d = (1,1, 1). Kot
med vektorjema izratunamo po formuli

a-d (1,0,0)-(1,1,1) 1 V3

cosp = = S

lal-1dl  1(1,0,0)[-[(1,1,1)] 1-v3

(p = arccos ? =0.9553 = 54.74°




Vektorski produkt

Za vektorja @ = (ay, as,as) in b = (by, by, b) bomo vektor
(a2bs — asbo, a3by — aybs, ay b2 — axby ) zapisali

ax b= (apbs - a3bo, agby — aybs, arbs — axby)

in ga imenovali vektorski produkt vektorjev & in b.

Formulo si zapomnimo po ‘geometrijski shemi’

(a1, a, a3) (a1, a, as)
(b1, bz, b3) (b1, bz, bs)

ax b= (apbs-agbz, agby—as bs, a;by—arby)




Lastnosti vektorskega produkta
@ Vektorski produkt @ x b je pravokoten na oba vektorja, @ in b.
@ Smer je dolo¢ena s ’pravilom desnega vijaka'.

:éxB

o

xb=-bxa
x(b+8)=axb+axc
o (ad)xb=a(axb)=ax (ab)

@ |ax b =3 |b|-sin, kier je ¢ kot med vektorjema & in b.

® ©
[

@ |ax b| je ploé&ina paralelograma dolodenega z & in b.
@ Za neniéelna vektorja 2 in b velja, da 2 x b = 0 natanko takrat, kadar sta vektorja
kolinearna (kot ¢ med vektorjema je enak 0).

v




@ IzraGunajmo vektorske produkte

ix]: in 7><7:
Jxk= in kxj=
kxi= in ixk=

@ Izra¢unajmo ploscino paralelograma, doloCenega z vektorjema
a=(2,1,-3) in b=(-2,0,4)

@ IzraCunajmo plos¢ino trikotnika z oglis¢i A (1,-1,0), B(2,1,-1)in C (-1,1,2)




Ravnina v prostoru
@ Ravnina je dolo¢ena s tremi tockami A, B in C ali

@ Ravnina je dolo¢ena s tocko A in normalo n (vektorjem, ki je pravokoten na
ravnino).

Ce je ravnina ¥ dolodena s tockami A, B, C, je normala ravnine 7 = AB x AC.

n

Za poljubno to¢ko T(x,y,z) € X velja AT-7=0. Ce je normala n=(a,b,c)in
toCka A = (a1, as, az) dobimo enacbo ravnine X:

ax+by+cz=d

pri Cemer je d = aay + ba, + caz.




Dolo¢imo enacbo ravnine, ki gre skozi tocke A(1,0,1), B(3,2,1) in C(-2,3,2).

o Izradunamo i = AB x AC = (2,2,0) x (~3,3,1) = (2,-2,12).

o Ce je T = (x,y,z) poljubna toka na ravnini je AT = (x-1,y,z-1) vektor, ki je
pravokoten na normalo A.

o Torej AT - i = 0. Dobimo
(x-1,y,z-1)-(2,-2,12) =0

in enacbo ravnine
2x -2y +12z=14

X-y+6z=7




Premica v prostoru
Premica je doloCena s tocko in smerjo. Za premico, ki gre skozi to¢ko A(a, b, c) in
ima smer & = (m, n, 0) velja, da so vse tocke T(x, y,z) na premici oblike
?T=?A+t'év teR

oziroma
(X“V,Z) = (a,b,C) th'(mvnvo)

ali zapisano po komponentah

xX= a+t-m
y= b+t-n
z= c+t-o0

Ce zapiSemo tri enabe po komponentah in izena¢imo vrednosti za ¢, dobimo
enacbo premice v obliki

x-a y-b z-c

m n o




Dolo¢imo premico skozi tocko A(1,2,3) s smerjo é = (1,0,2).

@ ZapiSemo
(X’y’z) = (172’3)+t(17072)

@ Ali zapisano po komponentah

x= 1+¢t-1
y= 2
z= 3+t-2

@ Oziroma

1 0 2
@ Pri zadnjem zapisu velja pripomniti, da ne gre za deljenje z 0 ampak za zapis
enacbe premice, ki ga je potrebno razumeti.




Dane so tocke A(1,2,0), B(-1,1,2) in C(1,1,0) tertocka T(1,1,1). Tocke A, B, C
dolo¢ajo ravnino . Pois€imo tocko, ki je glede na ravnino Q zrcalna tocki T.
@ Normala ravnine je i = AB x AC. Torej n=(-2,-1,2) x (0,-1,0) = (2,0,2). Za
normalo lahko vzamemo n = (1,0, 1).
@ Ravnina Q je podana z enacbo [(x,y,z) - (1,2,0)]-(1,0,1) =0, torej z
enacbo x +z=1.

@ Premica skozi tocko T(1,1,1) s smerjo
\ (normale ravnine) i = (1,0, 1) je podana
\ zenatbamix =1+t y=1inz=1+t

. \ @ Ta premica seka ravnino Q v todki, ki je
\/ e dolo¢ena z enacbami x + z=1, x =1 + t,
& \ y=1inz=1+t Dobimo

\ (1+t)+(1+t)=1int=-1. Presetiste
premice in ravnine je torej tocka

TO(%?’L%)'

o Toiki T zrcalna tocka bo zato T/ = Ty — To T = (3:1,3)-(3,0,3) =(0,1,0).




Sistemi linearnih enacb

Kaj so sistemi linearnih enacb?

@ Najpreprostejsi sistem linearnih enacb je sistem ene enacbe z eno neznanko.
Na primer x + 1 = 2, ki ga enostavneje zapiSemo kot x = 1.

@ Ze precej bolj zapleten je sistem dveh enacb z dvema neznankama. Na primer

X +y =23
X -y 1

Tak sistem lahko resimo na ve¢ nadinov.

e Tako da na primer iz prve enacébe izrazimo spremenljivko y in jo vstavimo v drugo
enacbo: y =3 - x — x — (3 - x) = 1. ReSimo enacbo za x in resitev vstavimo v eno
izmed prvotnih enacb, ter izracunamo $e y:
X-B8-x)=1—2x=4—x=2—2+y=3—y=1.

@ Ali z ustreznim mnozenjem ene ali obeh enacb ter odstevanjem ali sestevanjem levih
in desnih strani enacb:

X +y =23
X -y 1
2x =4
Torej x = 2iniz prve enacbe y = 1.

@ Pri Se bolj zapletenih (vecjih) sistemih enacb, za reSevanje uporabimo drugega
izmed zgornjih nainov, ki ga bomo v nadaljevanju natanéneje opisali.




Zakaj govorimo o linearnih sistemih enacb?
Da je sistem ‘linearen’ pomeni, da vse spremenljivke nastopajo ‘linearno’, to je v
‘prvi potenci’. Na primer
x +y2 =23
x -y =1

ni linearen sistem enaéb, ker v prvi enabi nastopa y?2.

Nelinearne sisteme enacb je tezje obravnavati.

Sistem treh linearnih enaéb s tremi neznankami

Sistem linearnih enacb

X+ y + z 2
-X + Yy + 2z 0
2x +y -z=-3

bomo zapisali krajse (reCemo, da ga napiSemo z matriko)




Gaussov postopek resevanja linearnega sistema enacb - Gaussova eliminacija

Pravimo, da sta dva sistema enacb ekvivalentna, ¢e imata enake resitve. Sistem
reSujemo tako, da ga zamenjujemo z ekvivalentnimi sistemi, dokler ne dobimo
sistema, ki ga je zelo enostavno resiti, oziroma je ze reSen.

Ekvivalentni sistemi

Ekvivalentni sistem linearnih ena¢b dobimo tako, da
@ Med seboj lahko zamenjamo dve enacbi.
@ Posamezni enacbi lahko pristejemo veckratnik druge enacbe.
@ Enacbo lahko pomnozimo s Stevilom a # 0.

V zapisu z matriko to pomeni:
@ Med seboj lahko zamenjamo dve vrstici.
@ Posamezni vrstici lahko pri§tejemo veckratnik druge vrstice.
@ Vrstico lahko pomnozimo s Stevilom a # 0.




Postopek Gaussove eliminacije na konkretnem primeru

Sistem linearnih enacb

X+y+z= 2 11 1] 2
-X +y + 2z = 0 zapiSemo z matriko -11 1] 0
2x + y -z =-3 | 21 -1|-3
11 1] 2 11 1] 2 (11 1] 2
-11 1] 0|— |0 2 2| 2|— |01 1| 1
21 -1|-3 0 -1 -3|-7 [0 0 -2|-6

Drugi vrstici pristejemo prvo. Tretji vrstici odStejemo dvakratnik prve vrstice. Drugo vrstico delimo z 2 in pristejemo tretji.

11 1 2 110]-1 100] 1
o1 1| 1|{—J|010/-2|—[010|-2
00 -2|-6 001 3 001 3

Tretjo vrstico delimo z —2 in odstejemo od prve in druge vrstice. Drugo vrstico od$tejemo od prve.

In le Se preberemo resitve x =1, y = -2inz=3.




Resimo sistem:

-X +y+2z= 3
x-2y-3z= 0
2y +z=-8
Dobimo
-1 1 2| 8 100|-4
1i-2 -3l 0|]—...—|010|-5
0 2 1|-8 001| 2

Torejx=-4,y=-5inz=2.
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Resimo sistem:

X +2y +5z
3x -4y +3z —
4x +3y +2z
x -2y -4z
Dobimo
1 2 5 114
3 -4 3 -2
4 3 2 1|1 '
1 -2 -4 -1|2

Torejx=8,y=-2,z=0inu=5.

+u=4
2u =7
-u=1
-u=2

o O o

o O o
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Resimo sistem:

X +2y +2z =3
2y +2z =2
2x +y +z=4
Dobimo
1 2 2|3 1 0 0|1
0 2 2|2|—...—| 0 1 1]A1
2 1 1]4 0 0 0|1

Zadnja vrstica pomeni 0 = 1. To ni mogoce. Zaklju¢imo: Sistem ni resljiv! ali
sistem nima nobene resitve!




1 2 2|3 1 0 0|1 1 0 0|1
0 2 2|2 |—| O 1 |{—| 0 1 1|1
2 1 1|4 0o 1 1]2 0 0 01

Neresljivi linearni sistemi
Torej obstajajo tudi sistemi, ki niso resljivi. ReCemo tudi, da je tak sistem
protisloven. Enostaven primer takega sistema je
x+y=1
X+y=2




Resimo sistem:
X +y +z +u =3
X -y +z +u=-1
X +y +3z +3u =3
X +9y +z +u =19

Dobimo
11 1 1| 3 1 0 0 01
111 1| - 01 0 02
1 1 3 3| 3 00 1 10
19 1 1|19 00 0 0]0

Torej x =1, y =2, z= —u. Dobimo neskon¢no resitev. Za vsako Stevilo t je Cetvorka
(1,2,t,-t) reSitev sistema nasih enacb.

_.

n,

w

w

w
o o o =
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Podobno bi za sistem:
xX+z=1

3x-y+3z-u=2
X+y+z+u=2
X+y+2z=3

dobili neskonéno resitev. Vsaka Cetvorka oblike (t,1 +t,1 —t,—t), kjer lahko za t
izberemo poljubno Stevilo, je resitev tega sistema enacb.

10 1 o0t 1 01 o0f 1
3 -1 3 12 0 -1 1| -1
111 12| |o 1 11|
1 1 2 0|3 ] 0 11 0| 2
1.0 1 01 1 00 1]0
01 0 1|1 01 0 11
1o o1 1| o o1 -1t
000 0fO0 000 o0fO0




Linearni sistemi z ve¢ reSitvami
Torej obstajajo tudi sistemi, ki imajo ve¢ resitev. Enostaven primer takega
sistema je
x+y=1
x+y=1
Ker sta obe enacbi ekvivalentni imamo eno samo bistveno enacbo x + y = 1. ReSitev

tega sistema (enacbe) je neskonéno mnogo. Sistem resi vsak par Stevil (t,1 - t),
kjer je t poljubno Stevilo.

Kaj lahko povemo o resitvah sistema linearnih enacb?
Pri resitvah sistema linearnih enacb torej lahko nastopijo tri razlicne moznosti:
@ Sistem ima enoli¢no (to¢no doloCeno) resitev.
@ Sistem nima resitev.
@ Sistem ima neskonéno resitev.




Primer uporabe linearnega sistema enacb

Na razpolago imamo spojine Ly, Ly, L3, L4, ki so sestavljene iz Cistih snovi
M;, Mo, M3, My in za katere velja:

L je kar Cista snov My

L> je mesanica 50% snovi My in 50% snovi My
L3 je mesanica 50% snovi My in 50% snovi My
L4 je meSanica 50% snovi M3 in 50% snovi M.

@ Kako bi zmeSali spojino, ki bo vsebovala vse stiri Eiste snovi v enakih
koncentracijah ?

Ce zmesamo
X litrov spojine L4
y litrov spojine L,
z litrov spojine Lg
u litrov spojine L4
dobimo mesanico

1 1 1 1 1 1
X'M1 +y(§M1 +§M2)+Z~(§M2+§M3)+U~(§M3+§M4).




MesSanica
xX-My+y- (1M1 + 1M2) +z- (1M2+ 1M3) +u- (1M3+ 1M4)
2 2 2 2 2 2
vsebuje

x+ 3%y litrovspojine My, L2 litrov spojine My,

£¢  litrov spojine Mz in g litrov spojine M.

Ce naj bodo te koli¢ine enake (enake npr. 1), dobimo sistem enacb

1 1
X+zy =1 1 5 0 0
1,1 11
ly+lz =1 0 5 5 O
fy 12 zapisano z matriko 2 f )
3Z+zu =1 0 0 5 3
1, 1
lu =1 o 0 o0 !




Resimo sistem:

13 0 0]t 1.0 0 0|0
o 1 1 o1 01 0 02
o0 1 14 001 0]0
0 0 0 }|1 0 00 12

Resitve so torej x =0,y =2,z =0, u = 2. ZmeSamo torej 2 (litra) spojine L, in 2 (litra)
spojine L4. Preverimo, kak$no spojino dobimo:

2:-Lp+2-Ly =2-(FMy+IMo)+2- (3Ms+ JMy) =
=M1+M2+M3+M4

Dobili smo torej 4 litre spojine v kateri je po en liter vsake izmed ¢istih spojin
My, My, M3, Mj.




Podoben primer uporabe linearnega sistema enacéb (drugaéni podatki)
Na razpolago imamo spojine Ly, Ly, L3, L4, ki so sestavljene iz Cistih snovi
M, Mo, M3, My in za katere velja:

2 1
L, je meSanica 3 snovi My in 3 snovi My
. o1 o2 )
L, je meSanica 3 snovi My in 3 snovi My
. .3 a2 )
L3 je meSanica 3 snovi M, in 5 snovi M3
) o1 ) 2 o1 .
L4 je meSanica 10 snovi My, 5 snovi M3 in 3 snovi Mj.

@ Ali je mogoce z meSanjem spojin Ly, Lo, L3, L4, dobiti spojino, ki bo vsebovala
vse Stiri Ciste snovi v enakih koncentracijah ?

Ce zmesamo x litrov spojine Ly, y litrov spojine Ly, z litrov spojine Ls,
u litrov spojine L4 dobimo me$anico

2 1 1 2 2 1 2 1
X'(§M1 +§M4)+y-(§M1 +§M2)+Z~(§M2+6M3)+U~(EM1 +E 3+§M4).

v




MesSanica

2 1 2 1
X- (§M1 + %M4) +y- (%M1 + %Mg) +Z- (gMz + ng) T Yo (ﬁ,\/h + 7M3 + §M4)

5
vsebuje
Ex+3y+{gu litrov spojine My, 2y+2z litrovspojine My,
£z+2u litrovspojne  Ms in  1x+ju lirovspojine  Mj.

Ce naj bodo te kolidine enake (enake npr. 1), dobimo sistem enadb

—x+ y+ =1 % % 0 11—0 1
3 2 3
Sy+iz =1 0 2 2 off
35 zapisano z matriko 8 B
2z+2%u =1 0 0 2 2|1
Ty, 1, - 1 1
3X+zu =1 3 0 0 5|1




Resimo (racunsko nekoliko zahtevnejsi) sistem: (Lahko si pomagamo z
racunalnikom: https://ko.lml.uni—lj.si/po/ZF/red\rect.html)

2 3 0 &1 100 0|3
o f§ F oft|_ |01 003
0 0 2 2|1 0 103
20 0 F|t 0 0o 1|2

Resitve so torej x = 2,y = 3,2 = 2 u = 2. Zmesamo torej § (itra) spojine Ly, 3
(litra) spojine Lp, 2 (litra) spojine Lg in 3 (litra) spojine Ly. Seveda lahko zmesamo
tudi 9 (litrov) spojine L1, 3 (litre) spojine Ly, 10 (litrov) spojine Lz in 10 (litrov) spojine
L4. V tem primeru dobimo spojino, ki bo vsebovala po 8 litrov vsake izmed ¢istih
snovi My, Mo, M3 in My.



https://ko.fmf.uni-lj.si/po/ZF/redirect.html

Razumevanije in povezovanje vsebin
Poglavja in vsebine, ki smo jih obravnavali so zelo povezana.

@ Linearni sistem
x+y=1

bi resili

x-y=1
1 1
1 -1

1 1 0
1 0 1
in dobili reSitev x =1in y = 0.

@ Isto resitev bi dobili, ¢e enacbi x + y =1 in x — y = 1 razumemo kot premici
y=-x+1iny=x-1. ReSitev je presecCisce premic, to je tocka (1,0).




Razumevanije in povezovanje vsebin 2

Podobno bi dobili resitev linearnega sistema

X +y -z=1 1 1-11 10 O
X -y +z=1 — 1-1 11 |—...—|01-1|0
x +3y -3z =1 1 3-3/1 00 0/0

Torej dobimo neskonéno resitev, oziroma x = 1 in y = z. Poljubna resitev
sistema je torej oblike (x,y,z) = (1,t,1), Kjer je t poljubno Stevilo.

Po drugi strani, ¢e enacbo x + y — z = 1 razumemo kot ravnino skozi tocko
(1,0,0) znormalo n = (1,1,-1) in enacbo x — y + z = 1 kot ravnino skozi totko
(1,0,0) z normalo i = (1,-1,1), bo presecisce teh dveh ravnin premica skozi
to¢ko (1,0,0) s smerjo

§=(1,1,-1)x(1,-1,1) = (0,-2,-2).

Torej premica skozi to¢ko (1,0,0) s smerjo s = (0,1,1). To pa je ravno mnozica
vseh tock (x,y,z) = (1,t,t). Isto premico bi dobili tudi Ce bi izracunali
presecisce ravnin doloéenih s prvo in zadnjo enacbo ali z drugo in zadnjo
enacbo.




Razumevanije in povezovanje vsebin 3

o Ce pa bi regevali sistem

X+y -z=1 1 1-11 100(1
X7y+z:1 —_— 11 11 |—...— | 0101
X+y +z=3 1 1 13 00 1}1

bi dobili reSitev x =1, y =1inz=1.

@ Po prej$njem razmisleku vemo, da preseku prvih dveh enacb (ravnin) ustreza
premica (x,y,z) = (1,t,t). Presek te premice z zadnjo enacbo (ravnino)
X+ y +z=23paizratunamo iz enacbe 1 + t + t = 3 in dobimo t = 1 ter
presecis€e (1,1, 1), kar ustreza prej dobljeni resitvi.

Uporabnost linearnih sistemov enacb

Linearni sistemi enacb in njihovo reSevanje je zelo uporabno podrocje matematike.
Racunsko resevanje takih sistemov je sicer rutinsko in v danasnjem ¢asu opravljeno
z racunalniki. (Na primer: nttps:/ko.fmt.uniljsipo/zFrredirecthtml). J& pa za uspesno uporabo
raGunalnikov nujno razumevanije linearnih sistemov enacb in njihovega reSevanja.



https://ko.fmf.uni-lj.si/po/ZF/redirect.html

Matrike

Kaj so matrike?
Matrike so (pravokotne) tabele Stevil.

Matrika velikosti 2 x 3 je pravokotna tabela 2 - 3 = 6 Stevil, razporejenih v 2 vrstici in
3 stolpce. Na primer

1 0 -1
2 3 4

A=Ay =

Matrika velikosti m x n je pravokotna tabela m - n Stevil, razporejenih v m vrstic in n
stolpcev

a2 o+ @

dp1  dg2 v dop
A= Amxn =

ami  @mz -+ amn

Matrika z enim stolpcem je stolpéni vektor, matrika z eno samo vrstico je vrstiéni
vektor. Re¢emo tudi samo stolpec oziroma vrstica.




Racunanje z matrikami

Mnozenje matrike s Stevilom (skalarjem): Vsak element matrike pomnozimo s
Stevilom (skalarjem) (podobno kot pri vektorjih).

Sestevanje matrik: SeStevamo lahko le matrike enakih velikosti (podobno kot
sestevanje vektorjev). SeStevamo ‘istolezna Stevila’.




Ce je mogoce, za matrike

izraéunajmo
A+B,A+C,-B,B+(-B),2-B,3-A+2-B,3-A+2-B-4-C.




Mnozenje matrik
@ Matriki Amxn in Bpxq lahko zmnoZimo, Ce je n=p.
@ Amxn - Bnxq = Cmxq- Pritem je ¢j je 'skalarni produkt’ i-te vrstice A in j-tega

stolpca B:

n
cj= . aiby
k=1

2 1 -
-1 -1 1 0 N B -6 -2 1
i -1 2 3 12 -9 -7 3
2 3 4 0 9 -2 5




Primeri

Ce je mogoée zmnozimo:

[1 2 _1].[1 0 2]
o 1 ollo -1 1







o — O

— O O

| —|
A<~

- |mom

— N ™




Lastnosti matricnega mnozenja
Ne velja nujno A- B = B- A (primer 1. zgoraj).
IzA-B=0 nesledi A#0ali B#0 (primer 2. zgoraj).
A-(B-C)=(A-B)-C
(A+B)-C=A-C+B-CinA-(B+C)=A-B+A-C
Enotska matrika ali identiteta: Kvadratna matrika /n, velikosti m x m, kiima
enice po diagonali, sicer pa same nicle.
Za vsako matriko Amxn velja Amxn - In = Amxn in Im - Amxn = Amxn (primera 3. in
4. zgoraj).
Za nekatere matrike A obstaja inverzna matrika A~', za katero velja
A-A=' = A-1. A= | (primer 5. zgoraj).




Matrike in (enoli¢no resljivi) sistemi enacb
Sistem enacb
X + y+ 2z = 1
2x+ 3y+ 4z =
3x+ 3y+ 7z = A1
smo po sistemu Gaussove eliminacije resili

112(1 100| 7 X 7
234/0|—...— [0 10[|-2] indobiliresitevoblike |y |=]-2
3371 001|-2 z -2

V primeru enoli¢no resljivega sistema enacb za osnovno matriko sistema vedno
obstaja inverzna matrika.
V nasem primeru je matrika sistema

112
A=|234
337

in v primeru 5. zgoraj smo videli, da je njena inverzna matrika enaka

9-1-2
A'l=]l-2 10
-3 0 1




Matrike in (neresljivi) sistemi enacb

Sistem enacb

X +2y +2z =3
2y +2z =2
2x +y +z=4

smo po sistemu Gaussove eliminacije resili

122|3 1001
0222|—...—|011[1
211/4 000(1

in dobili, da sistem nima resitev. To pomeni, da matrika
1 2 2
0 2 2 nima inverza.
2

1 1




Matrike in sistemi enacb (z vec¢ resitvami)
Sistem enacb
X+z=1
3X-y+3z-u=2
X+y+z+u=2
X+y+2z=3

smo po sistemu Gaussove eliminacije resili

101 0|1 100 10
3-13-1|2 010 11
1 11 12| 7 |oo1-1|1
112 0|3 000 0[0

in dobili neskonéno resitev v obliki Cetvorke (t,1 + t,1 —t,—t). Ker sistem ni enoli¢no
resljiv, to pomeni, da matrika

1 0 1 0

3 -1 3 -1

1 1 1

nima inverza.




Matrike in (enoli€no resljivi) sistemi enacb - ponovno

Ponovimo: Osnovna matrika sistema enacb z enoli¢no resitvijo ima inverz.

Inverz matrike in Gaussova eliminacija

Ce obstaja inverz matrike, ga lahko izraéunamo z Gaussovo eliminacijo. Na primer

11 211 0 O 1 0 O -1 -2
2 3 4/01 0|]—...— [0 1 02 1 0
3 3 7|0 0 1 0 0 1]-8 0 1

Z Gaussovo eliminacijo smo dobili inverzno matriko. Matriki

11 2 9 -1 -2
2 3 4 |in -2 1 0
3 3 7 -3 0

sta si namrec inverzni, oziroma




Matrike in (enolic¢no resljivi) sistemi enacb - resitev z inverzom

Sistem enacb

X + y+ 2z = 1
2x+ 3y+ 4z = 0
3x+ 3y+ 7z =1
smo po sistemu Gaussove eliminacije resili
1121 100 7 X 7
234/0|—...— [0 10[-2] indobiliresitev oblike yl=|-2
3371 001|-2 z -2

Sistem enacb

X+ y+2z =1 . . .
2x + 3y + 4z = 0 lahko zapiSemo kot enacbo matrik A-X =B
3x+3y+7z =1
kjer je
112 X 1
A=1234]|, X=|y| inB=|0
337 z 1

Podobno kot pri Stevilih dobimo

A-X=B=— X=A".B




Sistem enacb

ob upostevanju, da je inverz matrike sistema

torej preprosto izraGunamo

x

X+ y+2z =1
2x+3y+4z =0
3x+3y+7z =1
112 9 -1 -2
A=|23 4| enak A=l -2 1 0
337 -3 0 1
9 -1 -2 1
=X=A"-B=[ 2 1 o0 0
-3 0 1 1




Sistem enacb

+y +z -u=1
x -3y -2z +3u =0
X -y -z +u-=1
-X +3y +2z -2u =2

zapiSemo z matrikami  A- X =B,

pri Cemer je
0 1 1 -1 x ] 1
A 1-83-2 3 CoX- Y| in B- 0
1 -1 -1 1 z 1
-1 3 2 -2 u J 2
Ker je
10 10 X [ 10 10 1 2
- 2
At - 10 11 s Y| _x_a'.B- 10 11 0 _
21 -10 z 21 -10 1 1
01 01 u L 01 01 2 2

IzraCunali smo torej reSitev x =2, y =2, z=1inu=2.




Na razpolago imamo spojine L1, Lo, L3, L4, ki so sestavljene iz ¢istih snovi
M, Mo, M3, My in za katere velja:

2 1
Ly je meSanica 3 snovi My in 3 snovi M,
. 1 a2 .
L, je meSanica 3 shovi My in 3 snhovi Mo
. .3 2 .
L3 je meSanica 3 snovi M, in 5 snovi M3
. o1 . 2 o1 .
L4 je meSanica 0 snovi My, 5 snovi M3 in > snovi Mj.

@ Kako bi z meSanjem spojin Ly, Ly, L3, L4, dobiti spojino, ki bo vsebovala vse Stiri

Ciste snovi v enakih koncentracijah ?
v

Ce zmesamo x litrov spojine Ly, y litrov spojine Ly, z litrov spojine Ls,
u litrov spojine L4 dobimo me$anico

2
5

2 1 1 2 2 1 1
X-(§M1 + §M4) +y(§M1 + §M2)+Z~(§M2+ 5M3)+U~(EM1 + M3+ 5/\/’4)

v




MesSanica

2 1 1 2 3 2 1 2 1
My 4 M) 1y (oM + M) + 2 (SMa+ SMg) U (= My + Mg + ~ M
X(3 i+3 i) +y (3 i+ 3 k) +2Z (5 2+ 5 3) +u (10 1+gMs+ 3 4)

torej vsebuje

(A)H\)

1+

oo\

i

70
2742
5415

litrov spojine

u
u litrov spojine

3

2
sy+iz

1

X+ 35U

5

litrov spojine Mo,

litrov spojine My.

Ce naj bodo te kolidine enake (enake npr. 1), dobimo sistem enadb

—x+ y+ =1
3 -

§y+gz =1
2,,2 -
§z+gu =1

1 1 _
zX+zu =1

3

W= O O wN

o O W W=

o v glw o

=1
S N < X
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Izra¢un inverzne matrike opravimo z ra¢unalnikom.




Razmislimo Se, kaj bi glede na zgornjo nalogo pomenil izracun
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