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Obveznosti

» Predavanja: 3 ure na teden
» Vaje: 2 uri na teden
» 3 domace naloge: 50% ocene

> Izpit iz teorije: 50% ocene
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Vloga numericne matematike

Poenostavitev
[Realni problem| Idealizirani problem|
Razlaga I lPosploéitev
Resitev
Ugotovitve IMatematiéni model

Sim‘Lm /Program

[Radunalnigki model

Numeri¢na matematika ima klju¢no vlogo pri pretvorbi
matemati¢nega modela v raunalniSkega, reSevanju tega
modela in razlagi reSitev s staliS¢a napak.
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Vsebina predmeta

—_

. Racunanije in vloga napak pri numeriéni matematiki

2. ReSevanje sistemov linearnih enacb

Gausova eliminacija in LU razcep - cena in problemi
Pivotiranje

QR razcep za predolocene sisteme

> lterativne metode - Jacobijeva in Gauss-Seidlova iteracija

vyvyy

3. Iskanje lastnih vrednosti matrik
> Poten¢na metoda
> PageRank algoritem
> QR iteracija in njene izboljSave
4. ReSevanje (sistemov) nelinearnih enacb in optimizacija

> Tangentna oz. Newtonova metoda
> Metoda fiksne toCke

5. Aproksimacija in interpolacija
> Lagrangeov in Newtonov interpolacijski polinom
> Aproksimacija po metodi najmanjsih kvadratov
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6. Numeri¢no odvajanje in integriranje
Trapezna metoda

Simpsonova metoda

Rombergova metoda

Avtomatsko odvajanje

7. Numeri¢no reSevanje diferencialnih enacb
> Eulerjeva metoda
> Runge-Kutta metode

| 4
| 4
>
| 4
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vV v vyYyy

Prvo poglavije:

Uvod v numericno
racunanje

Numeri¢no racunanje

Predstavljiva Stevila

Zaokrozitvene napake
Katastrofalno seStevanje/odstevanije
Primeri (ne)stabilnega racunanja
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Numeri¢no in simbolno racunanje
Numeri¢no raCunanje:
» Takoj v formulo vstavljamo

» Pridemo do numeri¢nega rezultata -

Simbolno racunanje:
» simboli predstavljajo Stevila
> izraz preoblikujemo s simbolnim raCuanjem do novega
simbolnega izraza - analiticna resitev

Primer
» Numeri¢no:

(17.36)2 — 1

=16.36; 0. . ..(7), 3.14159 .. . (7
17361 1 16.36; 0.25, 0.33333...(7), 3 59...(7)

» Simbolno:

, 71, tan 83

x
_|_
—
I
w| =
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Numeri¢no in simbolno racunanje

Primer

1+ >> x=rand; (x"°2-1)/(x+1)-(x-1)
2
3 ans=1.387778780781446e-17

Analitiéno bi rezultat moral biti 0, vendar zaradi numeri¢nih
napak dobimo majhno napako.
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Kaj zanima numericno matematiko?
Metoda. . . matemati¢na konstrukcija, s katero reSujemo problem
Algoritem. . . koraki metode

Implementacija. . . zapis algoritma v izbranem jeziku

Kaj pomeni ‘biti numeri¢no dober’?

majhna sprememba podatkov =- majhna napaka rezultata

> Ali je problem obcutljiv?
> Ali je metoda ‘dobra’?

» Ali je algoritem robusten - deluje na Sirokem spektru
problemov?

> Ali je implementacija hitra - Casovna in prostorska
zahtevnost?
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Obcutljivih problemov NM ne more resiti

Problem je obcutljiv, e se ob majhni spremembi zaetnih
podatkov to¢en rezultat zelo spremeni.

Obcutljivost je odvisna le od narave problema in ne od izbrane
numeri¢ne metode.

Primer (presecis¢a premic)
Sistem in njegova perturbacija

xX+y=2 — x+y=19999
x—y=0 — x—y=0.0002

ima reditvix =y =1 0z. x = 1.00005 in y = 0.99985. Problem
je neobCutljiv, saj je slo za spremembo za isti velikostni razred.
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Sistem in njegova perturbacija

x+099y =199 — x+0.99y =1.9899
0.99x +0.98y =197 — 0.99x +0.98y = 1.9701

ima reSitvix =y =10z. x =297 in y = —0.99. Problem je
obcutljiv, saj je majhna sprememba zacetnih podatkov
povzrocila veliko spremembo rezultata.
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Na ¢em temeljijo numeriChe metode?

» Matrike nadomestimo z enostavnejSimi (upostevamo samo
diagonalni ali zgornjetrikotni del).

> Nelinearne probleme nadomestimo z linearnimi (linearna
aproksimacija v tocki).

» Neskoncne procese nadomestimo s konénimi (uporabimo
Taylorjev polinom) .

» NeskoncCno razsezne prostore nadomestimo s kon¢no
razseznimi (funkcije nadomestimo s polinomi).

» Diferencialne enaCbe nadomestimo z algebrai¢nimi
(znebimo se vseh parcialnih odvodov iz enacb).
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Zakaj sploh potrebujemo numericho matematiko?
Znanost, ki temelji na matemati¢nih izracunih, je neposredno
odvisna od NM.

Nekatere katastrofe so se zgodile zaradi slabega numeriCnega
rac“:unanja (http://www-users.math.umn.edu/~arnold//disasters/).

» NesrecCa Misije Patriot, Zalivska vojna 1991, Savdska
Arabija, 28 zrtev: slaba analiza zaokroZitvenih napak.

Cas zadetka iraske rakete, usmerjene na Savdsko Arabijo, je bil
raCunan na vsako desetino sekunde v 24-bitnem sistemu. Ker velja

1% — 274 +275 +278 +279 +2712 +2713 Jr2716 +2717 +2720 +2721+
42724 127 p o8
zanemarimo
je vsako desetinko sekunde napaka 9.5 - 108 s. Po 100 urah raunanja
je bila napaka 9.5- 1078 s-100-60-60 - 10 = 0.34 s. Ker je hitrost
rakete 1.676 m/s, je bila pozicija rakete za ve¢ kot 500 m napacno

predvidena in je ta usla radarjem.
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http://www-users.math.umn.edu/~arnold//disasters/

» Eksplozija rakete Ariana 5, Francoska Gvajana, 1996:
posledica prekoracitve obsega Stevil.
https://www.youtube.com/watch?v=PK_yguLapgA
https://www.youtube.com/watch?v=W3YJeoYgozw

Ob prenovi rakete so ‘pozabili’ nadgraditi uporabljen Stevilski sistem, ki
je horizontalno hitrost meril v 16-bitnem sistemu (1 bit porabimo za
predznak). Najvecja hitrost v tem sistemu je

215 1
2042t 4 g2l -7 —32767.
Ker je prenovljena raketa po 37 sekundah presegla to hitrost, je priSlo

do zaustavitve motorjev...

» Potop naftne plos¢adi Sleipner A, Stavanger, Norveska,
1991, miljarda dolarjev Skode: nenatanéna obdelava
obremenitev pri reSevanju PDE-jev.
https://www.youtube.com/watch?v=eGdiPs4THW8
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https://www.youtube.com/watch?v=PK_yguLapgA
https://www.youtube.com/watch?v=W3YJeoYgozw
https://www.youtube.com/watch?v=eGdiPs4THW8

Ponovitev predstavljivih Stevil

Stevila shranjujemo v obliki

X = £0.d1d2ds ... O x °,]

kjer je
> (3 naravno Stevilo (v ragunalnistvu g = 2),
> dido0s ... dy mantisa, e eksponent.

Primer (baza 10)
> 1000.12345 zapisemo kot +(0.100012345)1o x 10%.
> 0.000812345 zapisemo kot +(0.812345)1¢ x 103,
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Prekoracitev in podkoracCitev

Floating Point Number Line

i— denormal —l

under- under-
flow flow
overflow usable range usable range overflow
= -—
' ' 4
1 T I 1 \ 1
_10+308 —10-308 0 10-308 N\ 10+308
—realmax —realmin realmin \\\\\4 ~realmax
= // ~
/ N
c’ \
i |
\ /
\\zoom—in ViPW/

> izraCuni preblizu 0 lahko povzrocijo podkoracitev
» preveliki izracuni lahko povzrocijo prekoracitev

» prekoracitev je v sploSnem hujsi problem
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|IEEE standard

» |EEE Enojna natanénost: Stevila so predstavljena z 32 biti.
» |EEE Dvojna natancnost: Stevila so predstavljena z 64 biti.

sign bit (8 bits) 23 bits)
d/ exponent
MﬂﬂﬂﬂﬂﬂMHMMMMMMHMMMM - 0.15625
] A (bit index)

stgn (14 phing) (52 bits)

bit  xponent

B (it index)
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Kaj so zaokrozitvene napake?
» Vecine realnih Stevil ne moremo predstaviti v strojni
aritmetiki = zaokrozujemo in delamo zaokrozitvene
napake.

» |EEE standard. .. zaokrozi x do najblizjega predstavljivega
Stevila fl(x). Naj bosta

X < x < X4

T

fl(x) = x_, Ceje x blizje x_,
| x4, Ceje xblizje x..

» Kako velika je napaka? Recimo, da je x blizje x_:
X = (0.1b2bs3 ... bmbmi1)2 x 2°,
X_ = (0.1bobs ... bm)o x 2°,
Xy = ((0.1bobs ... bm)2 +27™) x 26,
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fi(x) =x(14+9), [0 <2 ™

Absolutna napaka:

X4 — X — zefm—1

X —X_ < 5

Relativna napaka:

X — X oe—m—1
-« o
X 1/2 x 2¢ \\Uf’

Torej je
X_=X_—X+x>=—-ux+x=x(1—-u).
Podobno
X < x(1+u).
Sledi

i) =x(1+5)]  Kerjels| < u.
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Kako raCunamo s predstavljivimi Stevili?
Za predstavljivi Stevili x, y in katerokoli od osnovnih operacij
® € {+, —, -, :} Stevilo x ® y ni nujno predstavljivo. Po zgornjem
pa velja

fixoy)=xoy)(1+5)] Kerjels| <u.

Sestevanje numeri¢no ni asociativna operacija, {j.

\(a+b)+c¢a+(b+c)\:

Primer

1 >> a=rand;b=rand;c=rand; ((a+b)+c)-(a+(b+c))
2
3 ans=-2.220446049250313e-16
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Sestevamo od manjsih k vecjim Stevilom

(a+b)+c = fl(fla+b)+c)=fl((a+b)(1+81)+cC)
[(@a+b)(1+81)+cl(1+82)

= [@a+b+c)+(a+b)s)l(1+82)
a+b
a+b+c

= (a+b+c){1+ 51(1+52)+52:|

Podobno

b+c
a+b+c

a+w+cﬁ4a+b+cﬁ1+ %U+®U+&}

Ce pozabimo na ¢lena §18 in 5364 (Zakaj to lahko naredimo?), dobimo

. a+b
(a+b)+c=(a+b+c)(1+e3) Kerje 63%a+b+cé1+52'
a+(b+c)=(a+b+c)(1+es) Kerje e ~_bte o3+
= 4 jer) ¥ T brce 4.

Sklep: Ko seStevamo Stevila, je za ¢im manjSo napako najbolje
zaceti z najmanjSim in pristevati vecje.
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Napake pri numericnem racunanju

> Neodstranljiva napaka D, ... nenatanéni zaetni podatki.
> Napaka metode Dy, ... npr. neskon&ni proces aproksimiramo s konénim.

> racunanje s priblizki in zaokroZevanje.

Celotna napaka D je

D:Dn+Dm+DZ

Primer (sin 75 racunamo v desetisSkem sistemu z m = 4)
> Dy fl(7) = 0.3142 - 10°. Ocenimo: |D,| ~ sin’(%)|x — fi(x)| < 1 - 1074,
> D, :sinx ~ x —x3/6. Ocenimo: |Dpl| < x5/120=2.6 - 103,

> D.:fi(x —fI(fi(fix - x) - x)/6)). Ocenimo: |D,| < 3.0-1075.
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Stabilnost meri kakovost metode
Stabilnost metode preverimo z analizo zaokroZitvenih napak.

Vrste napak (x naj bo to€na vrednost, x pa priblizek zanjo):

> Prva delitev:
> Absolutna napaka: .

. X—X
> Relativha napaka: < |

» Druga delitev:

> : Numeri¢na napaka rezultata.

: Koliko je potrebno spremeniti zaCetne

»
podatke, da dobimo izraCunan rezultat.

Velja

‘ |direktna napakal| ~ obcutljivost x |obratna napakal| ‘

Izracunana vrednost je blizu pravi, ¢e reSujemo neobdutljiv
problem z obratno stabilno metode.
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Odstevanje in sestevanje sta lahko ‘katastrofalni
odstevanje dveh priblizno enakih Stevil

sestevanje dveh priblizno nasprotnih Stevil

izguba
——
a = X.XXXX Xxxx xxx1'ssss. ..
izguba

—
b = x.xxxx xxxx xxxO0 tttt . ..

koncéna natancnost

X. XXX XXXX xXxx1
X.XXX XXXX xxx0

Potem  ——4"5000000 0001 7777777
1. 7227272 . p—™
—

izguba natancnosti

S ponavljanjem se napake sestevajo.
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Primer katastrofalnega odstevanja
IS¢emo resitve kvadratne enacbe

x°+2ax+b=0, kjerjea>0ina®>b.

Resitev z manj$o absolutno vrednostjo je

—2a+ v4a® —4b >
2
1 kg = a2
2 ko := ky—b
s ks := Vk
4 Ky 1= —a+ks

Ce je a2 veliko vedji od b, potem ima lahko korak 4 veliko
napako. Mozna resSitev:

a+ va’—b —b
X2 =(—a+ vVa2—b)- = :
2=l ) a++va’—b a+va?-b
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© 0O N o o H» W0 N =

o

ki := a2

kg = k1—b

ks := vk

ke := a+ks

k5 = %‘?

>> a = 10000;

> b = -1;

>> x = -a+sqrt(a”2 - b)

X = 5.000000055588316e-05

> X2 + 2 * a * x +b
ans = 1.361766321927860e-08

>> x = -b/(a+sqrt(a’2-b))
X = 4.999999987500000e-05

11

> x"2 + 2 * a *
-1.110223024625157e-16

ans =

Koda primera: klik

X +b


https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main//Stabilnost_racunanja/Primer_nestabilnega_resevanja_kvadratne_enacbe.m

Racunanje s stabilnejSo obliko
» IzraCun vrednosti funkcije

f(x) =x(Vx+1—vx)

ni stabilen za velike x, ker je v/x +1 ~ /x. Tej teZavi se
lahko izognemo:
Fx) = f(x) Vx+14Vx X

h VX+ 14+ VX VX+T1+ VX

Koda primera: klik

> Vrsto ’ ’ ’
12 23t Ty

ki se sesteje v # (dokaz: indukcija), je bolje numeri¢no
racunati vzvratno kot
1 1 1
n-(n+1) + (n—1)-n+"'+ﬁ'

Koda primera: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main//Stabilnost_racunanja/Primer_nestabilnega_racunanja_fg.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main//Stabilnost_racunanja/Primer_nestabilnega_racunanja_vsote_vrste.m

|
» Vrednost integrala I, = J x"e~* dx se lahko rekurzivno
0
(integracija per partes) izracuna kot
1 1
In:—5+nln71, I0:1—E
Ce iz formule izrazimo I,_+, dobimo

1 1
Ih—1 = *In + ne
Izkaze se, da je druga formula bolj$a, pri Cemer za zacetni
priblizek Iy (pri velikem N) lahko vzamemo kar koli. Zakaj?
Koda primera: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main//Stabilnost_racunanja/Primer_nestabilnega_racunanja_integrala.m

Sestevanje in odstevanje v sploSnem nista relativno
direktno stabilni operaciji
X,y € R. RaCunamo priblizek pzap = x +y.
p = flfi(x) +fl(y)) = fl(x(1+61) + y(1 + 52))
= (X(1+81)+y(1+82))(1+83)
= X(148¢1)(1+83) +y(1 +82)(1 + 83)
= X+ Y+ X(81+ 53+ 5183) + y(82 + 83 + 85283)

kjer je |6;| < u. Relativna napaka je

o —pl < IX(81 4 83 4 8103) + ¥ (02 + 03 + 0283)|
pl Ix + y '

Torej:

o —pl
Ie]

Ceje x+y blizu0, potem je veliko.
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Mnozenje (in deljenje) je relativno direktno stabilna
operacija
X,y € R. RaCunamo priblizek pzap =x-y.
p = flfi(x)-fi(y)) =f(x(1+81) - y(1 + 82))
= X(1+4681)-y(1+82)(1+83)
= Xxy(1+ 01+ d2 + 83 + produkti ve€ o),

kjer je 5| < u. Relativna napaka je

o — pl o IXyl181 + 82 + 83 + O(u?)]

< = [81 + 82+ 83+ O(U?)] |
p % 1 oe b b OI)

Torej:

o —pl
pl

Relativha napaka ni odvisna od velikosti produkta xy.
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Vecina numeri¢nih metod ni relativno direktno stabilnih
Vse numeri¢ne metode, kjer sta vkljuceni

operaciji + /—

in kot rezultat lahko dobimo npr. vrednost 0 ali nekje po poti kot
vmesno vrednost skoraj singularno matriko, niso relativno
direkino stabilne, tj. v rezultatu je lahko veliko relativna napaka.

Zato moramo vedno premisliti:
1. V katerih primerih so zgodi velika napaka?
2. Kako nestabilne primere preoblikovati v stabilne?

Primeri takih operacij:
» Racunanje vrednosti polinoma.
» Racunanje skalarnega produkta.
» ReSevanje linearnega sistema.
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Drugo poglavje:
Linearni sistemi
Ax =D

Vektorske in matricne norme

Pogojenostno Stevilo k(A)
Direktne metode za reSevanje

> LU razcep

> Pivotna rast p(A)

> Razcep Choleskega
lterativne metode za reSevanje

> Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, SSOR, konjugirani gradienti
PredoloCeni sistemi

> QR razcep

> Householderjeva zrcaljenja

> SVD razcep
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Vektorska norma je preslikava HH C" — IR, «kizadogéa:

1. Pozitivna definitnost: || x|| > 0 za vsak x € C"in
x| =0< x=0.
2. Homogenost: ||ax|| = |al||x|| za vsaka o« € C in x € C"

3. Trikotnigka neenakost: ||X + y|| < ||x|| + ||yl za vsaka x, y € C".

Primer
Najbo x = (xy,...,xn) € C".
» p—norma, p € IN:

|
Ixllp == (x11P + ... + |xalP) /P
» Supremum norma:

1X/|oo = max((x1l, . . [xa]).
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Enotske kroznice v razlicnih normah

05

-0E

-0B

L
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Matricna norma je preslikava HH :CM — IR, «kizadogta:
1. Pozitivna definitnost: ||A|| > 0 za vsak A € C"*"in
|A|l=0< A =0.
2. Homogenost: ||¢A|| = || ||A|| za vsaka o € Cin A € C"™*",

3. Trikotniska neenakost: ||A + B|| < ||A]| + ||B|| za vsaka
A, BeC™n

4. Submultiplikativnost: [|AB|| < ||A||||B]| za vsaka A, B € C™".

Trditev
Naj bo || - || vektorska norma na C". Potem predpis
A
IALL = max [Ax]], = max AX
Il =0 Xl

dolo¢a matricno normo na C"™*".
Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Matricne_norme.pdf

Najbo A = [a;];,
1. 1—norma:

, € €™ matrika. Nekaj matricnih norm:

X.

3. Frobeniusova norma:

IAlle =

4. Supremum norma:

[Alloo = max (D_laj).
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/1-norma.pdf

Zakaj imeti ve¢ matri¢nih norm?

Nekatere norme je bistveno zahtevneje izraCunati od ostalih.
Zahtevno je npr. dolo¢anje spektralne norme || - |2, saj je
racunanije lastnih vrednosti zahtevna naloga. Poceni pa je
izraCunati 1-normo, co—normo in F—normo. |z razli¢nih ocen,

kot so
y
—JAllg < A < Allg,
\mll IF [A]l2 |Alle
y
—Alls < ||A < n||All1,
\mll 1 A2 Vn|All;

1
= A o] < A < A [e%e}]
\mll | 1A]l2 Vn|A|

pa lahko dobro ocenimo ||A||2.
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ObcCutljivost sistema Ax = b

Zanima nas, kako na spremembo resitve x vpliva napaka v
zacCetnih podatkih, tj. napaka v A in b.

Zanima nas torej, kako velik je Ax v primeru majhnih
perturbacij AA in Ab v reSitvi

(A+AA)(x +Ax) = b + Ab. (1)
Radi bi ocenili relativno napako ”ﬁ(’ﬂ”, kier je || - || neka
vektorska norma.
Izberimo vektorsko normo | - ||. Definirajmo obcutljivost oz.

pogojenostno Stevilo obrnljive matrike A v normi ||-|:

K(A) = [|A[[||A~T]].
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k(A) meri obCutljivost sistema Ax = b

lzrek
Naj bo A v (1) obrnljiva matrika.

1. Privzemimo, da je AA = 0. Potem velja:

lax] _

|Ab]]
< k(A)
x|

1l

2. Najbo AA # 0, naj za identi¢no matriko I velja ||l|| =1 in
naj bo $e ||A|| |AA|| < 1. Potem velja:

1Ax]] _  x(A) (HAbH n HAAH)_

X1 — k(a) LA bl Al

Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Obcutljivost_linearnih_sistemov.pdf

Primer

1. Ce se spomnimo primera radunanja pre¢iséa dveh premic iz prvih
predavanj, lahko vidimo, da je vprasanje obéutljivosti glede na zacetne
podatke v resnici vprasanje obcutljivosti matrik

11y 100 099
A1:<1 —1) in Az:(o.gg 0.98)'

K1(A1) = ke(A1) = k(A1) =2, Kk2(Ay) =1,
K1(A2) = Koo (A2) =3.96-10%,  ka(A2) =2, «r(Ay) =3.92-10%

Za njiju velja:

kjer k., oznacuje obcutljivost v matriéni normi x. Kot smo se
geometrijsko prepricali, je drugi sistem res obcutljiv, prvi pa ne.

2. Primer zelo obcutljive matrike je Hilbertova matrika

1
Hn:|:- . :| G]Rnxn.
i+j—1 i

Ta se pojavi pri iskanju polinoma, ki se v normi ||f|| = \/J":) f2dx najbolje
prilega dani funkciji, saj je j; xHdx = ——. Veljaka(Hs) ~ 4.8-10°, za

i+j+1"
nakljué¢no 5 x 5 matriko pa velja ko, ~ 100.
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Primer
1. Ce z Matlabom z ukazom \ resimo sistem Hisx = v, kjer je

Koda primera: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Pogojenostna_stevila.m

vV v v Yvyy

Direktne metode
AXx =D

Gaussova-eliminacija
LU razcep
Pivotiranje

Pivotna rast

Razcep Choleskega

43/259



ReSevanje kvadratnih linearnih sistemov

Linearni sistem n enacb z n neznankami xy, ..., Xp je oblike
ai Xy +apeXe + ...+ aipXn = by,
8o1X{ + @ooXo + ...+ aopXn = bo,
aniX1 +aneXo +...+ammXn = bp,

kjer so ajj, bj realna Stevila.

V matri¢ni obliki ga zapiSemo kot

ayr a2 ... ain X1 by
axy ayp ... an X2 bo
ant ap2 ... ann Xn bn

A X b
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Geometrijski pomen sistema Ax = b

Naj bodo a1y, a2y, - - -, an) stolpci matrike A, tj.,
ai
aoj
agj = :I cR"
ani
Linearna kombinacija vektorjev ay, az), . . ., a(p) je vsak vektor
oblike
aiq a2 ain
aoq azo azn
Xt | | FXe| |+t Xe | (2)
ant an2 dnn

kjer so x; € R realna Stevila.

Zanima nas, ali obstaja linearna kombinacija (2), ki je enaka
vektorju b.
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Sistem Ax = b z vidika numericne matematike

» Kako drago je reSevanje sistema Ax = b?
cena=5Stevilo osnovnih raGunskih operacij (+, —, -, ).

» Kateri problemi in napake se pojavijo med reSevanjem
Ax =b?
Ali obstajajo slabe matrike? Kako take matrike identificirati?
Vemo Ze, da so slabe matrike z velikim x(A).
Kaj pa, ¢e «(A) ni velik?

> Za katere mairike se da in resSiti tak
sistem?
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Ponovitev Gaussove eliminacije (GE)

Cilj je pretvoriti sistem v zgornjetrikotnega, nato pa ga resiti z
obratno substitucijo.

Primer
Resujemo Ax = b, kjer sta

3 2 - —1
A=| 6 —6 7|, b=|-7].
3 -4 4 -6

Tvorimo razsirjen sistem

- 3 2 —1| -
A=[A|b]=| 6 6 7| -7
3 4 4| -6

Pristejemo 2-kratnik prve vrstice drugi in 1-kratnik prve vrstice tretji.

N -3 2 -1 -1
An=| 0 —2 5| -9
-7

0o -2 3
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Primer
Odstejemo 1-kratnik druge vrstice od tretje

N -3 2 —
As=| 0 —2 5

0 0 -2

Resimo z obratno substitucijo

—1
-9
2

2,

2
X3:j2——1,
Yo = 1 (—9— Bxg) =
27_2 3) —
X1:j-l3(—1—2X2+X3):2.

V nadaljevanju bomo:

1. Presteli Stevilo potrebnih racunskih operacij za Gaussovo

eliminacijo (GE).

2. GE bomo zapisali s pomocjo matri¢nih mnozen,.
3. Ukvarjali se bomo s stabilnostjo GE.

48/259



Algoritem GE in cena GE

© 00 N o o »~ W Nno=

-nxn matrika A =[gj]; in nx1 vektor b=[b];

-preoblikujemo [Alb] v zgornjetrikotno z GE
for k=1...n—1
for i=k+1...n
xmult = a,-k/akk
aik =0
for j=k+1...n
aj = aj — (xmult) a
end
b,’ = b,' = (xmult)bk
end
end
lzrek
Stevilo racunskih operacij (+, —, -, :) za prevedbo matrike A in

razSirjene matrike [A|b] v zgornjetrikotno obliko je

§n3 +0O(n?). Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Racunska_zahtevnost_GE.pdf

Obratna substitucija in Stevilo operacij

1 -zgornjetrikotna nxn matrika U= [uj];j, vektor
¢ = [cil;
-resimo sistem Ux =c

Xn = Cn/Unn

for i=n—1...1
S =_j
for j=i+1...n

SZS*U,‘]‘X]’

end
Xj = S/ Uji

end

© O N o o »~ w N

- o

Izrek
Stevilo radunskih operacij (+, —, -, :) za resitev sistem Ux = c je

2

n=. Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Racunska_zahtevnost_zgornjetrikotni.pdf

Motivacija za zapis GE v matri¢ni obliki

Videli smo, da je cena pretvorba matrike A oz. sistema [A|b] v
zgornjetrikotno obliko bistveno drazja kot pa obratna
substitucija.

Ce bomo v nekem postoku redevali sisteme Ax = b pri fiksni
matriki A, vektor b pa se bo spreminjal, bi bilo iz raCunskega
vidika bistveno ucCinkoviteje preoblikovanje matrike A v
zgornjetrikotno obliko narediti samo enkrat.

Klju¢no v tem procesu je ugotoviti,
, e da bi delali GE na razSirjenem sistemu.
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Eliminacijske matrike

Kako v matri¢ni obliki zapiSemo priStevanje vecCkratnika neke vrstice matrike k
drugi?

Trditev
Pristejmo z o € R pomnoZeno i—to vrstico matrike A njeni j—ti
vrstici, kjer je i # j, in dobljeno matriko oznac¢imo z A. Velja:

A=A+a EA=(Ih+aEjA,

kjer je E; matrika, ki ima v iti vrstici in j—tem stolpce 1, drugje
pa 0, I, pa identi¢na matrika.

V prvem stolpcu pridelamo 0 pod diagonalo med GE na naslednji nacin:

A Uy — 2L )A 5 (1 — 2B )y — 2 Ep)A -
a4 a1 ans
a a
*—)(In_i‘] n1)"'(ln—AE21)A::A(1)'
a1 aiy

L4
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Eliminacijske matrike

Ce odpravimo oklepaje v matriki Ly, in upoStevamo Ei1Ej; =0, sajjei,j > 1,
dobimo spodnjetrikotno matriko

Z istim premislekom v drugem stolpcu nove matrike pridelamo 0 z

mnozenjem A" = [a;"'];; s spodnjetrikotno matriko
(1) (1)
a a
32 2
22 as
Dobimo:

AR = [, A = [L,1,A,

Na koncu GE dobimo s tem postopkom zgornjetrikotno matriko
U=L,_1---LiA. (3)
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Eliminacijske matrike

z (3) bi radi izrazili A. Preprost raCun pokaze, da inverze L,f1 eliminacijskih

matrik dobimo tako, da vse minuse v definciji L; spremenimo v pluse:
a a
L11—I +721E21+ +7mEn1
(1) (1)
a a
L, :In+%E32+---+%En2,
a a
22 22

a(n 2)
L 11 —I + nn )1 En,n71

n1n1

Iz (3) dobimo A na naslednji nacin:

A=L7y !

n—1

U.

L
Preprost racun pokaze (kjer upoStevamo E;Ex, =0 za j # k), da velja
(n—2)
L=+ 2 eyt 42, +%E32+...+
1 a

n—2)
a ai1 5o

alh 2
(
n—1,n—1

n,n—1
7En,n—1
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LU razcep matrike A

1 -Vhod: A =[aggli; nxn matrika.

2 -Izhod: Spodnja trikotna matrika L in zgornja
trikotna matrika U, da je A=LU
3 -{ik v spodnjem algoritmu so elementi pod
diagonalo v L, na diagonali so same 1
4 -preostali elementi a; v zgornjem trikotniku so
elementi matrike U
5
6 for k=1,...,n—1
7 for i=k+1,...,n
8 Uik = aik/axk
9 for j=k+1,....n
10 ajj = ajj — E;kakj
11 end
12 end
13 end
Izrek
Stevilo radunskih operacij (+, —, -,:) za izradun LU razcepa

matrike A je 3n3 + O(n?).
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Prema substitucija in Stevilo operacij

1 -Vhod: spodnja trikotna nxn matrika L =[{;];; in
vektor b = [b];
-Izhod: resitev y sistema Ly=>b

y1 = b1/l
for i=2...n
s =0b;
for j=1...i—1
s =s— Ly,
end
yi = 8/l
end

© 0O N o o H~ W N

- o

Izrek
Stevilo radunskih operacij (+, —, -, :) za resitev sistem Ly = b je

n@.

5R/259



ReSevanje sistema Ax = b prek LU razcepa:

1. Izragunamo A = LU. Cena: £n® + O(n?).
2. ReSimo Ly = b s premo subsitucijo, tj. od y; proti yx.
Cena: n> —n.

3. Redimo Ux = y z obratno subsitucijo, t. od x, proti x;.
Cena: n?.

Cena preme substitucije je za n operacij manj$a kot cena obratne
substitucije, saj imamo ne diagonali L same enice in prihranimo v vsaki
spremenljivki eno deljenje.
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ReSevanje sistema Ax = b prek LU razcepa

Primer
2 1 3 -4
4 1 -4 7
A=l2 3 5 _3
2 2 -7 9
1 0 00 2 1
2 1 0 0 0 1
=14 2 1 0]'Y=|0 o
1 -1 1A 0 0

8
—14
b=|"
—16
3 -4
2 —1
-2 3
0 1

2. Redimo Ly =bindobimoy=(8 2 -5 —1).

3. Resimo Ux =y in dobimo x = (1

LU razcep brez pivotiranja: koda
Prema substitucija: koda
Obratna substitucija: koda

Primer: koda

—1 1 —1)"
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Direktne_metode/lu_no_pivot.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Direktne_metode/prema_sub.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Direktne_metode/obratna_sub.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Direktne_metode/resevanje_sistema_LU_brez_pivotiranja.m

Obstoj LU razcep matrike
V nadaljevanju se bomo ukvarjali z obstojem in stabilnostjo LU
razcepa.

Problemati¢na sta npr. matriki
0 2 3 1077 2 3
A=14 5 6/, B=| 4 5 6/,
7 8 9 7 8 9
saj je 1077 pod strojnim e. Da pa se natan¢no povedati, kdaj LU razcep

obstaja.

Podmatriki matrike A € R"*", zozene na prvih k vrstic in stolpcev, pravimo
k—ta glavna vodilna podmatrika.

Izrek (Obstoj LU razcepa)
Za n x n matriko A sta nasledniji trditvi ekvivalentni:
1. LU razcep matrike A obstaja in je enoli¢en.

2. k-ta glavna vodilna podmatrika matrike A je obrnljiva za
vsakk =1,...,n.
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LU razcep z delnim pivotiranjem

Pri delnem pivotiranju pred eliminacijo v j-tem stolpcu
primerjamo elemente

ajj, jt1ji-- - anj,

nato pa zamenjamo j-to vrstico s tisto, ki vsebuje element z
najvecjo absolutno vrednostjo.

Menjava j-te in k-te vrstice pa je
Py, ki se od identitete razlikuje le v j-ti in
k-ti vrstici, ki sta zamenjani:

ij = Ip— Ejj — Exx + Ejk + Ekj-

Tu so Ej; standardne koordinatne matrike (1 v i-ti vrstici in j-tem
stolpcu in 0 drugje).

B60/259



LU razcep z delnim pivotiranjem

Izrek (LU razcep z delnim pivotiranjem)

Ce izvedemo Gaussovo eliminacijo z delnim pivotiranjem
matrike A € R("=1)*(n=1) do zgornje trikotne matrike U z
zaporedjem transformacij:

A P1A — L1P1A1 — P2L1P1A1 =
— Ln_1 Pn_1 s L1 P1A = U,

kjer so P; permutacijske, L; pa eliminacijske matrike
uporabljene na i—tem koraku postopka. Potem velja

PA=LU
kjer so
P:Pn_1Pn—2"'P1r L:/L\1_1/L\_1"'Ln_—11'

L' =P (PNT, PW =P, y...Pi.q. Dokaz: Kiik

1
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/LU_z_delnim_pivotiranjem.pdf

LU razcep z delnim pivotiranjem - algoritem

1 -Vhod: A =[a];j nxn matrika

2 -Izhod: permutacijska matrika P, spodnja in
zgornja trikotna matrika L in U, da je
PA =LU
3
4 P in L identicni nxn matriki
5 for k=1,..., n—1
6 poisci g-to in k-to vrstico, ki zadosca
|aqk| = MaXkLp<n |apk|
7 zamenjaj g-to in k-to vrstico v matrikah A,P
in strogem spodnjem trikotniku L
8 for i=k+1,..., n
9 Lk = ai/ak
10 for j=k+1,....n
11 ajj = ajj — fZ,-kak,-
12 end
13 end

14 end
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LU razcep z delnim pivotiranjem

Izrek (O ragunski zahtevnosti LU razcep z delnim pivotiranjem)

Stevilo radunskih operacij (+, —, -, :) za izradun LU razcepa z
. . . . . 2

delnim pivotiranjem je 5n® + O(n?).

Dodatno delo pri LU razcepu z delnim pivotiranjem je O(n?) primerjanj in

menjav.

ResSevanje Ax = b prek LU razcepa z delnim pivotiranjem:
1. lzragunamo PA = LU. Cena: $n® + 0(n?).
2. Redimo Ly = Pb s premo subsitucijo. Cena: n®> — n.
3. Resimo Ux = y z obratno subsitucijo. Cena: n?.

Izrek (Obstoj LU razcepa z delnim pivotiranjem)

Za n x n matriko A sta naslednji trditvi ekvivalentni:
1. LU razcep matrike A z delnim pivotiranjem obstaja.
2. Matrika A je obrnljiva.
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Ax = b prek LU razcepa z delnim pivotiranjem

Primer.
2 1 3 -4 8
-4 1 -4 7 —14
A=l2 3 5 _3 b=1 5
-2 -2 -7 9 —16
1 0 0 0 -4 1 -4 7
-1 1 0 o0 o 5 3
LL=| 2 U= 2 2
%1 71% 11 o 0 0 _% ?17g
2 5 5 | 0 0 0 g3
01 0O
0 010
P= 0 0 0 1
1 0 0 O

2. Resimo Ly = Pbindobimoy = (14 0 —9 —1).
3. Re&imo Ux —yindobimox=(1 —1 1 —1)".

LU razcep z delnim pivotiranjem: koda
Primer: koda
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Direktne_metode/lu_pivoting.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Direktne_metode/resevanje_sistema_LU_pivoting.m

LU s kompletnim pivotiranjem

Pri kompletnem pivotiranju pred eliminacijo v j-tem stolpcu poi§¢emo element
z najvecjo absolutno vrednostjo v podmatriki A(j : n, j : n) in nato izvedemo
ustrezni menjavi vrstic in stolpcev.

Dodatno delo pri LU razcepu s kompletnim pivotiranjem je O(n®) primerjanj in
menjav. Torej je skupna cena precej drazja od LU razcepa z delnim
pivotiranjem. Ker bomo videli, da je LU razcep z delnim pivotiranjem
statisticno numeri¢no stabilen, se v praksi kompletno pivotiranje
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Stabilnost LU razcepa matrike A
Sistem Ax = b smo resili prek LU razcepa in dobili priblizek X. Racunali smo
v treh korakih:

1. lzraCun LU razcepa: A+ E = LU.
2. Prema substitucija: Ly = b.
3. Obratna substitucija: UX = .

Izkaze se, da je (teoreticno) nestabilen samo prvi korak.

Spomnimo se, da z u oznacujemo osnovno zaokrozitveno napako 2~ kjer je
m dolzina mantise. Z |A| = [|a;l];; oznaCimo matriko absolutnih vrednosti
vhodov matrike A = [a;l;;

Izrek ( Ocena absolutne napake pri izradunu LU razcepa )

Najbo A € R™" obrnljiva matrika, pri kateri se izvede LU
razcep brez pivotiranja. Za izracunani matriki LU velja

A = LU+ E, Kjer je

IE| < 3(n—1)u (|A| n |Z||U|) +O(u?). Dokaz: Kik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Stabilnost_LU_razcepa.pdf

Stabilnost LU razcepa matrike A

Iz zgornjega izreka sledi
|Elle < 8(n—1)u- (1A]loo + (L1 Tlac ) + O(?)
<3(n=1u- (1Al + I T)c ) + O(P)

<3(n—1)u[|Al +8(n—1)n||Ul| + O(u?),
kjer smo v drugi neenakosti upostevali submultiplikativnost, v tretji neenakosti
pa to, da so pri LU razcepu z delnim pivotiranjem vsi elementi matrike L
navzgor omejeni z 1. Zato velja ||L || < n. Torej je relativna napaka v
supremum normi navzgor omejena z

[[Elloo
1Al

Ul

+ O(UP).
Al

<3(n—Nu+3(n—1)nu-

Izrek ( Ocena relativne napake pri izracunu LU razcepa )

Pri LU razcepu z delnim pivotiranjem velja ocena relativne
napake:

[Elloo
1Al oo

0]

<3n—Nu+3(n—1)nu- HAH

+0(U?).
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Pivotna rast

Pivotna rast matrike A je definirana kot

p(A _ max; |U,'J|.
max; |a,-,,-|
Velja R
Ul
< np(A).
1Al
Trditev

Pri delnem pivotiranju je pivotna rast omejena z 2" .

Dokaz. Velja namre¢ |¢;| < 1, a; pa na vsakem od najve¢ n — 1 korakov
izraunamo kot
aj = aj — liay-

Torej se absolutna vrednost najvecjega elementa v matriki kve¢jemu podvoiji.
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Pivotna rast pri delnem pivotiranju

Zal pa za vsak n obstajajo matrike s pivotno rastjo 2", tako da LU razcep z
delnim pivotiranjem teoreti¢no ni stabilen.

Primer
Matrika

ima pivotno rast 2",

Statisti¢no pa velja, da je pri¢akovana vrednost pivotne rasti O(n'/2), tako da
LU razcep z delnim pivotiranjem
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Verjetnostne porazdelitve slu¢ajne spremenljivke p, generirane z milijon
naklju¢nimi matrikami velikosti n x n (tj. vsak vhod naklju¢en element iz
enakomerne zvezne porazdelitve na intervalu [0, 1]):

stevilo primerov

pivotna rast
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Pivotna rast 200 nakljuénih matrik velikosti n x n (tj. vsak vhod naklju¢en
element iz enakomerne zvezne porazdelitve na intervalu [0, 1]):

pivotna rast

35

30

0

sqrt(n)
I * tho(A) [
T
,-"// 4
i * ke *
P i
* H ¥ kg
** % £ e;?
** #* 1
*
# %ﬁ i |
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n
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LDL razcep simetricne matrike A

Trditev
Naj bo
A=AT
n x n simetriéna matrika in A = LU njen LU razcep. Ce je D

diagonalna matrika, katere diagonala se ujema z diagonalo
U-ja, potem je U= DL in

A=LDLT

Dokaz. Velja
LU=A=AT=(LU)T=U"L".

Z mnozenjem te verige enakosti z leve z L~ in z desne z (LT)~! dobimo
ULH'=L""U" = D.

Ker je leva stran zgornja trikotna, desna pa spodnja trikotna, je D diagonalna
matrika. Torej velja
A=LU=LDL".
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Razcep Choleskega pozitivno definitne matrike A

Izrek (Razcep Choleskega)
Naj bo A simetri¢na in pozitivno definitna matrika, tj. za vsak
x # 0 velja xT Ax > 0. Potem obstaja spodnjetrikotna matrika V,

da velja
A=VvvT

Temu razcepu pravimo razcep Choleskega matrike A. Matrika
V je enaka V := LD'/2, kjer sta L in D matriki iz LDL razcepa
matrike A.

Dokaz. Za obstoj je potrebno preveriti samo to, da D'/? res lahko
izraunamo, tj. da so diagonalni elementi matrike D pozitivni. Da dobimo i-ti
element na diagonali D, izratunamo xT Ax za vektor x = (LT)'g;, Kjer je g;
i-ti stolpec identitete. Ker je A pozitivno definitna, je x"Ax > 0.
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Razcep Choleskega - algoritem

A =[aj]jj je dana nxn matrika
ce se razcep v celoti izvede, je rezultat
spodnjetrikotna matrika V iz A= VVT

for k=1,..., n

k—1
Vkk = \ @k — X Vi
for j=k+1,...,n
for i=1,... k—1
ajk = ajk — VjiVki
end
Vik = ajk/ Vikk
end
end
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Razcep Choleskega

Izrek (Cena razcepa Choleskega)

Stevilo radunskih operacij (+, —, -, :) za izradun razcepa
Choleskega pozitivno definitne matrike A je %3 +0(n?).
Dokaz: klik

Razcep Choleskega tako zahteva samo pol toliko operacij kot
LU razcep in je najcenejSi numericni nacin za ugotavljanje
pozitivne definitnosti simetricne matrike.

ResSevanje sistema Ax = b prek razcepa Choleskega:
1. lzragunamo A = VVT. Cena: $n® + O(n?).

2. Redimo Vy = b s premo subsitucijo. Cena: n®> + O(n).
3. Resimo VTx = y z obratno subsitucijo. Cena: n?> + O(n).

Izrek (Stabilnost radunanja razcepa Choleskega)

Racunanje razcepa Choleskega je numeri¢no stabilna metoda.
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Backslash \ operator v Matlabu

Use

QR solver

Use
Hessenberg
solver

Use triangular
solver

Use permuted

triangular solver

Use LU sclver

Use LDL solver
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lterativhe metode
AX =D

» Jacobijeva iteracija
» Gauss-Seidlova iteracija
» SOR iteracija

» Pospesitev Cebigeva, SSOR, Metode podprostorov
Krilova, Metoda konjugiranih gradientov, Hitra Fourierova
transformacija, Ciklicna redukcija, Ve¢mrezna metoda.
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lterativne metode
Doslej smo iskali tocne resitve x* sistema
Ax =b.
Odslej nas bodo zanimali samo X tocnih resitev x*.
Naprej si bomo izbrali e > 0 in iskali X, ki zado$¢a
X —x*|| < e.

Prednosti iterativnih metod pred direktnimi:

» Ce je matrika A velika in ima veliko ni¢el, je bolje uporabiti
iterativne metode.

» Ko je rezultat znotraj vnaprej predpisane natan¢nosti,
lahko kon€amo racunanje. Pri direktnih metodah tega
vpliva nimamo.
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Osnovna ideja

Sistem linearnih enacb Ax = b preuredimo v obliko x = Rx + c,
ki omogoca rekurzivno definicijo zaporedija priblizkov

X" =Rx" 4 c.
Ce zaporedie konvergira
Xm+1 = Rxm + ¢,

je, limita zaporedja, reSitev sistema enacb.
Vprasanije je, kako izbrati R in ¢, da zaporedije x,, 1 konvergira.
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Osnovna ideja
Matriko A zapiSemo kot

A=M-K,
kjer je M nesingularna matrika. Velja

AX=Mx—Kx=b 0z. x=M'Kx+M'b.

Sedaj tvorimo zaporedje
Xm+1 = Rxm + C.

Glavno vpraSanije je, kdaj zaporedje x,. 1 konvergira (saj bo
limita reSitev Ax = b).

Trditev
Naj bo || - || neka matri¢na norma, za katero je |R|| < 1. Potem
zaporedje Xm+1 = Rxm + ¢ konverigra proti resitvi sistema
Ax = b za poljuben zacletni priblizek xy.  Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Konvergenca_iterativne_linearni.pdf

Spektralni radij matrike R € R"*" je p(R) = max; [A;j(R)l, kjer je
Aj(R) j-ta lastna vrednost matrike R.

Trditev
1. Za vsako matricno normo || - || velja p(R) < ||R]|.
2. Za vsak € > 0 obstaja matricna norma || - || za katero velja
IR« < p(R) +e.
Dokaz: klik

Posledica

Zaporedje xm+1 = Rxm + ¢ konvergira proti resitvi sistema
Ax = b za poljuben zacletni priblizek xo natanko tedaj, ko je
p(R) < 1.

Hitrost konvergence zaporedja R € R"*" je
r(R) :=—logqg p(R).

Stevilo r(R) pove, najmanj za koliko se na vsakem koraku
iteracije poveca Stevilo pravih desetiskih Stevk.

81/259


https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Obstoj_maticne_norme_blizu_spektralnega_radija.pdf

Cilj pri iskanju razcepa A = M — K:
1. Rx = M~"Kx in M—'b je enostavno izratunati.
2. p(R) je ¢im man;jsi.

Zgornja cilja sta nasprotujo¢a. Najenostavneje je za M vzeti I, vendar je
potem p(R) lahko velik. Obratno je lahko izbira M = A in K = 0 dobra za
drugi cilj, vendar slaba za prvega.

Odslej naprej piSimo:
A=D-L-U,

kjer je D diagonalna matrike A, —L njen spodnje, —U pa njen
zgornjetrikotni del.
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Jacobijeva iteracija

Pri Jacobijevi iteraciji za M vzamemo D za K pa L + U. Tako
sta matrika R in vektor ¢ enaka

Ry=D'(L+U =L+U  c¢y:=D"b.

Ce oznagimo j-ti priblizek reitve z xU = (x{/ x{ .. x\)
potem po komponentah to pomeni

(k) k 1)
= Lo 3 )
]

j=1,j#i

Ce je v vsaki vrstici vsi razen najve¢ m
koeficientov a; neniCelnih, potem za vsak korak iteracije
potrebujemo O(mn) operacij.

Koda algorima: klik Primer 1: klik Primer 2: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Iterativne_metode/jacobi.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Iterativne_metode/testjacobi.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Iterativne_metode/testjacobi2.m

Gauss-Seidlova iteracija N N
Pri Gauss-Seidlovi iteraciji za M vzamemo D — L za K pa U.
Tako sta matrika R in vektor ¢ enaka

Res:=(D—0)""U,  cgs:=(D—L0)""b.
Ce oznagimo j-ti priblizek resitve z x) = (x{), x{/', ... x}/))
potem po komponentah to pomeni

(k) (k=)
Xi a”( Zau =2 ax )

j<i j>i

1

Ce je v vsaki vrstici vsi razen najve¢ m
koeficientov a; nenicelnih, potem za vsak korak iteracije
potrebujemo O(mn) operacij.

Koda algorima: klik Primer 1: klik Primer 2: klik
Razlika v primerjavi z Jacobijevo metodo je ta, da so popravki shranjeni v
obstojeCem vektorju in ne potrebujemo Se enega dodatnega vektorja. Tako

pridobimo precej prihranka v spominu.
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Iterativne_metode/gaussseidel.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Iterativne_metode/testseidel.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Iterativne_metode/testseidel2.m

SOR iteracija
Ideja ekstrapolirana Gauss-Seidlove iteracija ali SOR(w), kjer je
w € R relaksacijski parameter, je pospesiti GS—iteracijo tako,
da nov priblizek racunamo kot utezeno povprecje

(k—1) (k)

= (1 —-w)x +wx;",

x(®)

pri Cemer x,.(m“) na desni strani enacbe izraCunamo iz
predpisa za GS—iteracijo:
n
(k) (k—=1) W (k) (k—1)
X =1 —=wx +a—”(bj—Za,-jxj —Za,-jxj )
j<i j>i

Ce to enaébo preuredimo in zapi§emo v matriéni obliki dobimo
Rsor(w) = (D —wL)~"((1 —w)D + wU),
Csor(w) = W(D —wL)™'b.

Koda algorima: klik Primer 1: klik Primer 2: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Iterativne_metode/sor.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Iterativne_metode/testsor.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Linearni_sistemi/Iterativne_metode/testsor2.m

Konvergencni kriteriji
Matrika je krepko vrsticno diagonalno dominantna (kVDD), ¢e

za vsak i velja
n
ail > > layl.
j=1j#i

Diagonalno dominantne matrike velikokrat nastopajo pri reSevanju parcialnih
diferencialnih ena¢b z metodo diskretizacije.

1. Jacobijeva in GS iteracija za kVDD matrike vedno konvergirata. GS je
hitrejSa.

2. V primeru enakosti v kVDD pogojih za konvergenco Jacobija in GS
potrebujemo dodatno lastnost matrike A - nerazcepnost.

3. Potreben pogoj za konvergenco SOR(w) je 0 < w < 2. Za pozitivho
definitno matriko A je pogoj tudi zadosten.

4. Primerjavo hitrosti konvergence metod lahko naredimo za matrike A,
katerih graf sosednosti je dvodelen. Hkrati lahko za take dolo¢imo
optimalen w v SOR(w).
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Trditev ( Spektralni radij Rgs, R, )

Ce je A kVDD, potem velja ||Rgs||co < ||Rullec < 1. Zato
Jacobijeva in GS—iteracija konvergirata. — Dokaz: klik

» Ocena iz zgornje trditve ne zagotavlja, da bo GS—iteracija vedno
hitrejSa od Jacobijeve. V primeru najneugodnejSe izbire zaCetnega
priblizka, bo Jacobijeva iteracija gotovo po€asnejse, sicer pa ne vemo.

> Kerje ||Allw = ||AT||1, tudi za krepko stolpi¢no diagonalno dominantne
matrike obe iteraciji konvergirata.

Zgornjo trditev lahko pri dodatnih lastnosti matrike A e malo posploSimo.

Matrika je:

» vrstiCno diagonalno dominantna (VDD), ¢e za vsak i velja
laji| > Z}’:L#, |ajj|, pri Cemer vsaj za en i velja strogi
neenaca,.

> nerazcepna, ¢e ne obstaja permutacijska matrika P, tako
da bi veljalo A = (A” 212> , kijer sta Ay in Asp kvadratni

22

0
matriki.
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Konvergenca_Jacobi_Gauss_Seidel.pdf

Trditev ( Spektralni radij Rgs, R, )

Ce je A VDD in nerazcepna, potem velja p(Rgs) < p(Ry) < 1.
Zato Jacobijeva in GS—iteracija konvergirata.

Graf G(A) matrike A € R™" je usmerjen graf z vozlis¢i 1, .. ., n, pri emer
povezava od i do j obstaja natanko tedaj, ko je a; # 0.

Usmerjen graf je krepko povezan, ¢e obstaja usmerjena pot med poljubnima
vozlis¢ema i # j.

Trditev. A je nerazcepna natanko tedaj, ko je G(A) krepko povezan.

Trditev ( Spektralni radij Rsor(w) )
Velja o(Rsor(w)) = |w — 1. Torej je potreben pogoj za
konvergenco 0 < w < 2.  Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Konvergenca_SOR.pdf

Izrek ( Spektralni radij Rsor(w) )

Ce je A pozitivno definitna matrika, potem je p(Rsorw)) < 1 za
vsak 0 < w < 2. Za te w iteracija SOR(w) konvergira.

Izrek ( Primerjava spektralnih radijev )
Ce je graf matrike A dvodelen, potem velja:
1. p(Ras) = p(Ry)2.
2. Ceima R, realne lastne vrednosti in jenw:=p(Ry) <1,
potem za SOR(w) velja:

2
Wopt = —(F—

14+ /1 —p2
P(RsOR (wep)) = Wopt — 1,

B W_‘I' Wopt>w<21
P(Rsor(w)) = { flw, 1), 0<w < wWepr,

kjer je f(w, ) :== 1 —w + Jw?p? + W},L\/‘I —w+ fw2p2.
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Metoda konjugiranih gradientov

Naj bo matrika sistema A pozitivno definitna.

f(x) = %XTAX —bTx

doseze minimum natanko tedaj, ko je x reSitev sistema:

Vi(x)=Ax—b=0.

» Uporabimo gradientni spust.

» Smer spusta premaknemo, da je konjugirana prejsnji
smeri.

> Vektorja sta konjugirana, ée je x” Ay = 0 (pravokotna za
skalarni produkt (x, y)4 = xT Ay).
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Metoda konjugiranih gradientov

Ideja algoritma
1. izberemo zaletni priblizek xp,
2. smer spusta je enaka b — Ax,
3. popravimo smer, da je konjugirana prejsniji
4. iskanje po premici (line search) da naslednji priblizek
5. ponovimo postopek
Algoritem
1. n=b—AXx,po =1y
2. ponavljaj dokler ni ||r||> majhna
pg%k (iskanje po premici)
2.2 Xki1 = Xk — ok Pk (naslednji priblizek)
2.3 rgi1 = rk — ok Apk (ostanek - gradient)

24 By = rk*rk};i“; Pkt = fk+1 + PrPx (Konjugirani gradient)

2.1 X =
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Metoda konjugiranih gradientov

Lastnosti in prednosti:
» Konvergira, Ce je A simetri¢na in pozitivno definitna.
» V neskoncni natan¢nosti se zagotovo konca po n korakih.
» Zeljeno natanénost pogosto doseze prej.
» Potrebujemo le operacijo mnozenja.
>

Konstantna prostorska zahtevnost (ni napolnitve
razprSenih matrik).
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vV v v vV VY Y

Predoloceni sistemi
Ax =Db

SVD razcep

Moore-Penroseov inverz

Obcutljivost sistema

Normalni sistem

QR razcep pred Gram-Schmidtove ortogonalizacije
QR razcep prek Householderjevih zrcaljen;
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PredolocCeni sistemi
Za matriko A € R"™™ n > m, in vektor b € R", iS¢emo vektor
x € R™, ki zadoS¢a:

Ax = b. (4)

Kadar je n > m, sistemu (4) pravimo predolocen, to¢na reSitev
pa najverjetneje ne obstaja. Zato nas navadno zanima reSitev,
ki v izbrani vektorski normi || - || minimizira ostanek, tj. zelimo,
da je ||Ax — b|| ¢&im manjSe. Ce za || - || izberemo || - ||2, potem
se problemu rece linearni problem najmanjsih kvadratov:

Poisci x € R™, ki minimizira ||Ax — b||2. (5)

Primeri uporabe so:
>

>
>
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Primer (Kubigna interpolacija)
Dane so tocke (X1, Y1), - .., (Xn, ¥n). ISCemo pa kubiéni polinom
p(x) = asx® + axx® + a1 x + ay,
ki se podatkom najbolje prilega po metodi najmanjsih kvadratov. Torej iSCemo
koeficiente ay, . . ., as € R, tako da je vsota

n
Z(élaxi3 + apx? +aixi+ao — yi)?
e

najmanjsa mozna.

To lahko napiSemo kot sistem

2

1 X1 X5 X a Yi

1 x2 x32 x5 a V2
B a2 -

1 x, x2 x8 as Yn,

ki ga reSujemo po metodi najmanjsih kvadratov.
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Singularni razcep matrike

Izrek (Obstoj SVD)
Naj bo A € R™™ matrika. Potem obstajajo

> ortogonalni matriki U € R™™, V € R™™ (UUT = I,, VTV = I,),
» diagonalna matrika
L= diag(61 ----- Gmin(n,m)]v

kjer je o1 = 02 = ... Omin(nm) = 0,

da velja
A=UzVT

Stolpcem V pravimo desni, stolpcem U pa levi singularni vektorji.

Geometrijsko singularni razcep ortonormirano bazo vy, .. ., vy, preslika v
veckratnike ortonormirane baze uy, . . ., Um in matrika A je

Trditev (Spektralna norma matrike)
Velja ||A||2 = o3.
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MP inverz

Moore-Penroseov posploSen inverz (MP inverz), matrike A € R™™ je matrika
AT € R™" ki zado$€a naslednjim Stirim pogojem:

1. AATA =A.
2. ATAAT =AT,
3. (AAT)T = AA+.
4. (ATA)T = A*A.
Trditev
Najbo A = ULVT SVD razcep matrike A. Potem je MP inverz matrike A enak
At =vItuT,
Kjer je
It =diag(of, 07, ..., O';in(n’m))
in
o — o', CGejeo;#0,
P 0, sicer
Trditev

Najbo A € R™™ n > minrank(A) = m. ReSitev sistema Ax = b po metodi

najmanjsih kvadratov je x = A*b.
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ObcCutljivost sistema Ax = b

Naj bo A € R™™ pravokotna matrika. Pogojenostno Stevilo matrike A je
ko(A) = [[Al2| A" |2
Trditev

K2(A) = Omax(A)/Omin(A), kjer sta omax(A) in omin(A) najvedja in najmanjsa
singularna vrednost A.

Izrek (Obgutljivost sistema Ax = b)

Naj ima matrika A € R"™™ poln rang, tj. rank(A) = m. Naj:
> xo minimizira ||b — Ax|?,
> r:=b—Axp in
> X’ minimizira ||(b + Ab) — (A + AA)x|)?,

._ AAlp  ||Abll,
> ¢ := max (12Alz 12406l
€ a < TAllz * 1Bl

Potem je

X" = Xo| Se <2K2(A)

[1Xoll cos 0 +tane'Kg(A)) +O(e),

kLs(A)

kjer je sin® = "“g"‘é . Stevilo «.s je pogojenostno $tevilo za problem najman;jsih

kvadratov.
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ReSevanje prek normalnega sistema

Trditev
Naj bo rank(A) = m. Resitev sistema (4) po metodi najmanjsih
kvadratov je x € R™, Ki resi t.i. normalni sistem:

ATAx =ATb. (6)

Dokaz: klik

Tezava, ki se pojavi pri reSevanju (6), je numeri¢na stabilnost. Racunanje
skalarnega produkta v sploSnem ni relativno stabilna operacija. Vhodi
matrike AT A pa so ravno skalarni produkti stolpcev A.
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Predoloceni_sistem_prek_normalnega_sistema.pdf

Primer - linearna regresija

IS€emo premico, ki se najbolje prilega podatkom

po metodi najmanjsih kvadratov. Premica je oblike
y =a+ bx.

Torej sta spremenljivki a in b. Sistem lahko zapiSemo v obliki

X4 Y1
1 X2 a Y2
IR
—— )
1 Xy 5 Yn
| —— ~——
A b

Po zgoraj napisanem je resitev (7) enaka

noSln }{ Sl }

X=(ATA) 'ATh =
Siaxi XX XXy
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ReSevanje normalnega sistema - razcep Choleskega

Ce je matrika A € R"™™ ranga m, potem je matrika AT A
pozitivno definitna in sistem AT Ax = ATb lahko resimo s
pomocjo razcepa Choleskega:

1. IzratunajB=ATAinc=ATb.

Cena: nm? + O(mn). (Zadosti je radunati zgornjetrikotni del AAT.)
2. Izratunaj razcep Choleskega B = VV'. Cena: 1m® + 0(m?).
3. Resi Vy =ATb. Cena: 0(m?).
4. Re$i VIx =y. Cena: 0(m?).

Skupna cena: nm? + tm® + O(nm).
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QR razcep

QR razcep matrike A € R"™™ sta ortogonalna matrika
Q € R™™ (Q"Q = I,) in zgornjetrikotna matrika R € R™*™, ki
zadoScCata

A =QR. (8)

Iz (8) sledi, da sta stolpi¢na prostora matrik A in Q enaka. Pogoj
ortogonalnosti matrike Q pa pomeni, da so njeni stolpci normirani (ij. dolzine
1) in paroma pravokotni. Ce ozna&imo z a, . . ., aminagi,..., Qm Stolpce
matrik A in Q ter R = [r;];;, potem veljajo zveze:

q 13
1 = —3a,
4

1
Qe = — (a2 — r2q1),
22

1
Om = —(@m — MmG — - - — Fm—1,mGqm—1)-
rmm
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Iz (9) lahko izpeljemo enega od nalinov za izratun QR razcepa, tj. z uporabo
Gram-Schmidtove ortogonalizacije (GSO) oz. modificirane Gram-Schmidtove
ortogonalizacije (mGSO):

A=1[ay,...,am] je nx m matrika s stolpci ai,...,am
Rezultat sta matriki g=I[qgi,...,gml in R =[], da je
A=QR
rni = |ail2
Q1:,:ja1
for j=2,...,m
gi =g

for i=1,..., Ji
ri=ala rj=q/q

gi = q; — riqi
end
lj= ||1qj||2
q =74

end
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Uporaba QR razcepa za reSevanje sistema (4)

|zrek (Ragunska zahtevnost CGS/MGS)

Stevilo radunskih operacij (+, —, -, :) za izradun QR razcepa z
GSO je

~ 2nm?.
Dokaz: klik

Trditev (Regevanje sistema prek QR razcepa)

Najbo A € R"™™ inrank(A) = m. ReSitev sistema (4) po
metodi najmanjsih kvadratov je enaka resitvi zgornjetrikotnega

sistema

Rx = Q"b, (10)
kjer je A = QR za ortogonalno matriko Q in zgornjetrikotno
matriko R.

Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Racunska_zahtevnost_GSO.pdf
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Resitev_predolocenega_sistema_prek_QR_razcepa.pdf

Householderjeva zrcaljenja (HZ)

GS postopek je lahko zelo nestabilen, saj izracunana matrika Q v primeru ne
dovolj linearno neodvisnih stolpcev A ni ortogonalna. Zato zelimo QR razcep
narediti na drugacen nacin z uporabo ortogonalnih matrik.

Zrcaljenje preko hiperravnine, ki je pravokotna na vektor w € R™, imenovano
Householderjevo zrcaljenje (HZ), je predstavljeno z matriko

2
Py =lm— ——ww'.
v wig ™

Trditev (Lastnosti HZ)
> P, je ortogonalna: PL = P, in P2 = I.

> Zax = aw + u, kjerjeu L w, velja Pyx = —ow + u.
Matrike P,, ne izratunamo, ampak zado$¢a hraniti le vektor w, saj je
2
Pux=x— ——(wx)w.
" Iwli

CenaizraCuna je Py je 4m+ O(1) (]|w||2 smo ze predhodno izracunali).
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Trditev
Naj bosta x,y € R™ z ||x||2 = ||y||2- Potem zaw = x — y velja
Pyx =y.

Po zgornji trditvi lahko vektor x preslikamo v ||x||2e4 in —||x]|2€1
s HZ.

Lema
Velja || w-: 2 = 2[|x|3 (I|x]l2 F x1).

Za numeri¢no stabilnost je bolje vzeti predznak, za katerega je
Ix]|l2 F x4 vecje. Ce je x4 < 0 vzamemo —, sicer pa +.
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Izracun QR razcepa prek HZ

Matriko A preoblikujemo v zgornjetrikotno R z mnozenjem z leve z m — 1
HZ-ji:

1. S H; preslikamo prvi stolpec A v veCkratnik e;.

2. Drugi stolpec H;A od diagonale navzdol v veckratnik e, z Ho =16 Hs.

3. Tretji stolpec HzH; A od diagonale navzdol v veckratnik e; z
H3 =l @ Hs.

4. Nadaljujemo ta postopek.

Cena izraduna matrike R je ~ 2nm? — 2n®. Cena izraduna Q je
$e dodatno 4mn? — 2nm?.

Uporabljene vektorje zrcaljenja lahko hranimo v spodnjem trikotniku matrike
A.
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lzraCun QR razcepa prek HZ - graficno
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Problem lastnih vrednosti
matrik

AX = AX

» Potencna metoda

» Ortogonalna iteracija
» QR iteracija

» QR iteracija s premiki



Lastne vrednosti in lastni vektorii

Za kvadratno matriko A € IR™*" je §tevilo A € C lastna vrednost, e obstaja
tak nenicelni vektor v € R", ki zadoS¢a

Av = Av. (11)
Takemu vektorju re¢emo lastni vektor, pripadajo¢ A.
Matriki A, B € R™*" sta podobni, ¢e obstaja obrnljiva matrika S € R"™", da

velja
B =SAS".

Trditev

Lastne vrednosti matrike A so vse razliéne nicle karakteristi¢nega polinoma

Pa(A) :=det(A —Al.
Dokaz: klik

Loc¢imo med geometrijsko ga(A) in algebraitno vekiratnostjo aa (A) lastne
vrednosti A. Prva je enaka dim ker(A — Al), druga pa stopniji A kot ni¢li
polinoma pa(A). Velia1 =ga(A) < aa(A).
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Lastne_vrednosti_osnovno.pdf

Podobnost matrik

Primer
Matrika A = { g

ga(2) =1 < aa(2)

} ima lastno vrednost 2, za katero velja

H'\)—‘

Definicija
Matriki A, B € R™" sta podobni, ¢e obstaja obrnljiva matrika S € R"™<", da
velja
B =SAS™'.
Trditev

Ce sta matriki A, B € R"™" podobni, potem imate iste lastne vrednosti. Ce je
S podobnosta matrika in v lastni vektor A, ki pripada lastni vrednosti A,
potem je Sv lastni vektor matrike B. Dokaz: klik

Trditev
Ce ima matrika A € R™" same razli¢ne lastne vrednosti Ay, ..., A, , potem
pripadajoci lastni vektorji x4, . . ., Xn tvorijo bazo prostora R".
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Diagonalizacija

Ce poljuben vektor x razviiemo po bazi lastnih vektorjev x;, i = 1

n
X = Z Bixi,
i=1

potem je
n n n
Ax = A(Z [3,-Xi> = Z BiAX; = Z BiAix.
i=1 i=1

i=1
V tem primeru se torej matrika A obnasa kot diagonalna matrika

A O - O
D_ 0 N
o . .0
o --- 0 A,
in velja
A =SDS™!
kierje S =[xy, %2, ..., Xp] € R™"M,

.....
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Jordanska in Schurova forma

Nima vsaka matrika A n razli¢nih lastnih vektorjev. Najbolj sploSna oblika
matrike je Jordanova forma J(A), tj. matrika A je podobna matriki direktni
vsoti Jordanskih kletk

A 0 0
0 A

J(A) = 0
: . A
o 0 --- 0 A

Toda izraGun J(A) ni numeri¢no stabilen, zato se za velike matrike v praksi
ne uporablja, pa¢ pa se uporablja

Trditev (Schurova forma)

Naj bo A € R™" matrika. Potem obstajata:

1. Unitarna matrika Q € C™" (QQ* = I,), da je Q*AQ zgornje trikotna
matrika.

2. Ortogonalna matrika U € R™" (UUT = I,), da je UT AU blo¢no zgornje
trikotna matrika z diagonalnimi bloki velikosti2 x 2 0z. 1 x 1.

Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Schurova_forma.pdf

Iskanje lastnih vrednosti
V nadaljevanju si bomo pogledali ve¢ metod za iskanje lastnih vrednosti:

1. Potentna metoda: Namenjena iskanju lastnega vektorja, ki pripada po
absolutni vrednosti najvedji lastni vrednosti.

2. Inverzna iteracija: Namenjena iskanju lastnega vektorja, ki pripada
lastni vrednosti, ki je najblizje Stevilu o € R.

3. Ortogonalna iteracija: Namenjena hkratnemu iskanju celotnega
lastnega podprostora neke lastne vrednosti A.

4. QR iteracija: Verzija ortogonalne iteracije, ki deluje tudi za premike
A—ol

5. QR iteracija s pohitritvami: Da pohitrimo QR iteracijo sprva matriko
preoblikujemo v podobno matriko usrezne oblike, za katero bo
konvergenca QR iteracije bistveno hitrejSa.
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Iskanje dominantne lastne vrednosti

Definicija
Lastna vrednost Ay je dominantna, ¢e za vse ostale lastne
vrednosti A, . . ., An velja

MI>NL Pi=2 ..., n.

V mnogih problemih nas zanima samo dominantna lastna
vrednost, npr. v Googlovem PageRank algoritmu, kar bomo
kmalu videli.

Dominantno lastno vrednost pa lahko enostavno pois¢emo z
uporabo potencne metode.
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Potencna metoda

8
9
10

11

Vhod: matrika A €R", zacetni priblizek xg € R"
Izhod: dominantni lastni par (X,A) € R" xR

i=0; 7\0 = XJAXO
while ||Ax;—Aixi| > tol

Yir1 = AX;
Xt = T
Aipy = X,-7_;_1AX,‘+1
i=i+1

end

X=Xj; A= ?\,’

Trditev ( Konvergenca potenéne metode )

Naj ima matrika A € R"™" n lastnih vrednosti, pri éemer je ena dominantna.
Zaporedje vektorjev (x;, ;) iz potenéne metode konvergira proti lastnemu
paru, ki pripada dominantni lastni vrednosti.

Ce je Ay dominantna lastna vrednost, A, pa po absolutni vrednosti druga
najvecja lastna vrednost, potem je hitrost konvergence odvisna od razmerja

el - Kkli
D Dokaz: klik 116/


https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Potencna_metoda_konvergenca.pdf

Uporaba potencne metode - PageRank algoritem

Spletni iskalnik Google sta leta 1998 zagnala Sergey Brin in Larry Page.
Iskalnik spletne strani ostevilCi glede na njihovo pomembnost. Ko vpise v
iskalno polje neko besedno zvezo, potem iskalnik poisce vse spletne strani,
kjer se pojavi ta besedna zveza, rezultate pa razvrsti glede na ta vrstni red
pomembnosti, pri Eemer visje izpiSe tiste spletne strani, ki imajo nizjo Stevilko.

Algoritem za StevilCenje spletnih strani se imenuje PageRank algoritem.
Izkaze se, da algoritem temelji na iskanju lastnega vektorja dominantne
lastne vrednosti Googlove matrike sosednosti.

Splet pa lahko predstavimo kot velik usmerjen graf.

Vsaki spletni strani priredimo vozlis¢e grafa. Dve vozlis¢i u, v povezemo z
usmerjeno povezavo, Ce iz spletne strani u vodi povezava na stran v.

Stevilo usmerjenih povezav iz strani v; oznagimo z O;.

H grafa ima stolpce/vrstice oznaCene z vozliS¢i v; grafa.
Na mestu ij pa stoji c1)7- Torej so v j-tem stolpcu neni¢elni vhodi v vrsticah
strani v;, v katere vodi usmerjena povezava iz v;.
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Primer

Matrika sosednosti grafa na sliki je enaka

00 1 1}
10 00
3
H:1101
3 2 2
N
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Teza oz. pomembnost xi spletne strani vk pa je enaka

=Y = (12)

ich !
pri cemer je I, mnozica vseh spletnih strani, ki vodijo na stran vg.
Enacbe (12) zapiSemo s pomocjo matrike sosednosti kot
X = Hx,

kjer je x vektor pomembnosti. Torej moramo najti lastni vektor matrike H, ki
pripada lastni vrednosti 1.

Vprasanje: Ali tak vektor sploh obstaja? Tj. ali je 1 gotovo lastna vrednost
matrike H?

Ne nujno. Ce malo popravimo matriko H s smiselnim opona$anjem
nakljuénega uporabnika spleta, pa je odgovor da, kot bomo kmalu videli.
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Nekaj definicij

Matrika A = [g;];; € R™" je:

1.

2.

pozitivna, ¢e ja a; > 0 zavsaka i,j=1,...,n.

razcepna, Ce obstaja neka permutacija stolpcev/vrstic, da je
permutirana matrika oblike
A Ap
0 Ax )’

kjer sta Aq1, Az kvadratni matriki, 0 je niCelni blok in Ay, je pravokotni
blok. Ce matrika ni razcepna, ji pravimo nerazcepna.

. vrstiéno stohastiéna, ¢e je Y ', a; =1zavsaki=1,...,n. Zdrugimi

besedami, vsota vhodov v vsaki vrstici je enaka 1.

4. stolpi¢no stohasti¢na, Ce je vsota vhodov v vsakem stolpcu enaka 1.
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Izrek (Perron-Frobeniusov izrek, 1912)

Naj bo A pozitivna nerazcepna matrika, ki je vrsti¢no ali stolpi¢no
stohasti¢na. Potem je 1 dominantna lastna vrednost matrike A, obstaja pa
pripadajoé lastni vektor s samimi nenegativnimi elementi.

Uporaba za PageRank algoritem: Matrika sosednosti H svetovnega spleta je
pozitivna, ni pa nujno nerazcepna in stolpi¢no stohasti¢na. Graf namre¢
lahko razpade na ve¢ komponent za povezanost, ki dajo razcepnost matrike.
Poleg tega lahko obstajajo ‘slepe’ spletne strani, iz katerih ni nobene izhodne
povezave.

Matriko H malo
popravimo:

~ 1
H=aH+ (1 —oc)NS,

kjer je o« € (0, 1) utez, N je Stevilo spletnih strani, S pa matrika samih 1.
Matrika lNS oponasa korak uporabnika spleta, ko na nekem koraku iz
trenutne strani sko¢imo naklju¢no z verjetnostjo  na poljubno drugo stran.

Matrika H je o€itno nerazcepna in stolpi¢no stohasticna. Po
Perron-Frobeniusovem izreku obstaja x s samimi nenegativnimi vhodi, da
velja
Hx = x.
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Glede na vhode v x Google rangira spletne strani po pomembnosti. Vektor x
lahko pois€emo s potenéno metodo.

Hitrost konvergence potencne metode v odvisnosti od «. Glede na « je
konvergenca metode razli€no hitra.

Za « = 0.5 je konvergenca zagotovljena ze po nekaj korakih potencne
metode, vendar ima naklju&ni skok v tem primeru prevelik vpliv in matrika H
ne oponasa dobro uporabnika spleta, ki nakljuéno brska po spletu, dokler se
ne navelia in zamenja tok brskanja.

Za o« = 0.99 je konvergenca prepocasna za prakticno uporabo.

Navadno se navaja, da Google uporablja « = 0.8, ki je nek kompromis med
hitrostjo in smiselnostjo.

Vec€ informacij o vplivu « je opisano v knjigi:

Amy Langville, Carl Meyer, Google’s PageRank and Beyond: The Science of
Search Engine Rankings, Princeton University Press, 2006.
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Inverzna iteracija

Ce poznamo priblizno vrednost ¢ neke lastne vrednosti, lahko naredimo to
lastno vrednost dominantno tako, da od A odstejemo ol in invertiramo
matriko, tj. B := (A —ol)~". Ce s0 ), lastne vrednosti A, potem so (A; — o)~
lastne vrednosti B. Pripadajoci lastni vektorji pa so enaki.

Tako lahko uporabimo poten¢no metodo za B. Metodo imenujemo inverzna
iteracija.

1 Vhod: matrika A € R™", zacetni priblizek x; € R",
premik o€ R
2 Izhod: Lastni par (x,A\) e R" xR, A blizu o

4 i=0; XOZXOTAXO
s while ||Ax;— Aixj| > tol

6 Resi (A —ol)yiy1 =X na yj1
: — Yt
7 i("H = Yill2
T
8 Air1 = Xiyp 1 AXit1
9 i=i+1
10 end

1M X=X; A=A
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Ortogonalna iteracija

Posplositev potenéne metode do metode, ki istoCasno iS¢e p—dimenzionalni
podprostor lastnih vektorjev se imenuje ortogonalna iteracija.

Vhod: matrika A € R™", ortogonalna matrika Z € R"™P
Izhod: prvih p absolutno max l.vr. Aq,...,Ap od A

i=0; A0:ZOTAZO; Ly...spodnje trikotni del Ap
while {22 > tol
Yip1 = AZ;
Izracunaj QR razcep matrike Y1
Yii1=21Riy1 (Z.1 je ortogonalna matrika)
A1 = Z,+1AZ+1: Liy1...spodnje trikotni del Aj 4
i=i+1
end

diagonala matrike A; so Aq,...,Ap
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Trditev

Naj bodo lastne vrednosti A enake
Al = Pol = oo = Pl > Ppial =0 = Al

invy, ..., v, pripadajoéi lastni vektorji. Potem je Lin(Z;) = Lin{vy, ..., V,}.
Dokaz: klik

Trditev

Naj ima A same realne lastne vrednosti in naj velja

A1l > A2l > ... > [Aql.

1. Ce za Zy, vzamemo I, potem zaporedje ZT AZ; konvergira proti
Schurovi formi matrike A, kjer so na diagonali lastne vrednosti v
padajo¢em vrstnem redu.

2. Hitrost konvergence j—tega diagonalnega vhoda matrike A je odvisna

od ™
n J] ’ j+-1 .
<‘}\j71‘ Al )

Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Ortogonalna_iteracija_konvergenca.pdf
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Ortogonalna_iteracija_konvergenca.pdf

QR iteracija

a H~ W N =

o

V ortogonalno iteracijo bi radi vkljucili Se premike, da lahko pospesimo
konvergenco. To lahko naredimo s QR iteracijo.

Vho
Izh

d: matrika A € R™"
od: 1.vr. Aq,...,Ap od A

i=0; Ap=A; Ly...spodnje trikotni del Ag

whi

end

llLill e
le Al > tol

Izracunaj QR razcep matrike A;:

Ai = QiR

Pomnozi Q; in R; v obratnem vrstnem redu:
Aii1=RiQ;; Lii1..spodnje trikotni del Ag
i=i+1
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Vse matrike A; v QR iteraciji imajo iste lastne vrednosti in konvergirajo proti
Schurovi formi matrike A.

Trditev
1. Ai.1 je ortogonalno podobna A;

2. A izradunan s QR iteracijo je enak ZT AZ,, kjer je Z; matrika dobljena z
ortogonalno iteracijo z Z, = I,. Torej A; konvergirajo proti Schurovi formi
zaA.

Dokaz: Kklik

Primer
Na spodnjih povezavah sta MATLAB kodi za simulacijo hitrosti konvergence
QR iteracije brez premikov.

https:
//people.eecs.berkeley.edu/ ~demmel/ma221_Fall04/Matlab/qriter.m

https:
//people.eecs.berkeley.edu/ ~demmel/ma221_Fall®04/Matlab/qrplt.m
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Pravilnost_QR_iteracije.pdf
https://people.eecs.berkeley.edu/~demmel/ma221_Fall04/Matlab/qriter.m
https://people.eecs.berkeley.edu/~demmel/ma221_Fall04/Matlab/qriter.m
https://people.eecs.berkeley.edu/~demmel/ma221_Fall04/Matlab/qrplt.m
https://people.eecs.berkeley.edu/~demmel/ma221_Fall04/Matlab/qrplt.m

QR iteracija z enojnim premikom

QR iteracijo lahko pospesimo s pomocjo premikov.

Vhod: matrika A € R™"
Izhod: Schurova forma matrike A

i=0;, A=A

for i=0,1,...
Izberi premik o; € R blizu lastne vrednosti A
Izracunaj QR razcep matrike A;— ojly:
A,'—O','IZ QiR,'
Pomnozi Q; in R; v obratnem vrstnem redu in
pristej premik:
11 A1 = RiQi + oily
12 i=i+1
13 end

© 00 N o o » O N =

o

Vse matrike A; v QR iteraciji imajo iste lastne vrednosti.
Trditev
Ai.1 je ortogonalno podobna A;.  Dokaz: klik
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QR iteracija z enojnim premikom

Kdaj zadnji diagonalni element matrike A; proglasimo
za lastno vrednost? Smiselna zahteva je racunati normo vrstice
Ai(n,1:n—1). Ko je ta manjSa od

(IAi(n, M)+ Ai(n—1,n—1)]) - tol,
kjer je tol izbrana toleranca, kon¢amo. Nato nadaljujemo iteracijo na
podmatriki Ai(1:n—1,1:n—1).
Hitrost konvergence diagonalnih elementov matrike A proti lastnim
vrednostim pri premiku o; je sorazmerna z

Ak — ail
min#k |7\j — (Y,'|’

kjer je |7\k — O','| = min,- |?\j — 0',".
Cena QR iteracije:

1. Cena izratuna QR razcepa na vsakem koraku QR iteracije je ©(n®).

2. Tudi ¢e na vsakem koraku pridobimo eno lastno vrednost, je skupna
cena O(n*).
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Pocenitev QR iteracije z enojnim premikom

Ali se da zmanjsati Stevilo racunskih operacij za izvedbo QR
iteracije?

Matriko bi pred vstopom v QR iteracijo radi preoblikovali v enostavnej$o
obliko, za katero bo veljalo:

1. QR razcep je poceni izraCunati.
2. Oblika matrike se bo ohranjala med QR iteracijo.

Matrika H je zgornja Hessenbergova, ¢e ima pod diagonalo neni¢elno
kvecCjemu prvo poddiagonalo.

Primer

T

|

O OO X X
O O X X X
O X X X X
X X X X X
X X X X X
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Preoblikavanje matrike v zgornjo Hessenbergovo

matriko

Matriko A lahko preoblikujemo v ortogonalno podobno zgornjo
Hessenbergovo matriko H za naslednjim postopkom:

1. PoiS¢emo Householderjevo zrcaljenje Hy, ki stolpec A(2:n, 1)
(izpustimo prvo vrstico stolpca) prezrcali v veckratnik stolpca
1,0,..., 0]" € R"~'. Potem ima matrika

;
1 0 1 0
A‘_(o H, )A(o H, )
v prvem stolpcu pravo obliko.
2. Pois¢emo Householderjevo zrcaljenje Ho, ki stolpec A{(3: n,2)

(izpustimo prvi dve vrstici stolpca) prezrcali v veckratnik stolpca
1,0,..., 0]" € R™2. Potem ima matrika

(kL O Lo\
A2 B ( 0 H2 ) A1 ( 0 H2 )
v prvih dveh stolpcih pravo obliko.

3. Nadaljujemo ta postopek do predzadnjega stolpca n — 2.
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Primer

X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X

A= x X X X X — Ay = 0 x x x Xx
X X X X X 0 x x x x

X X X X X 0 x x x x

X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X

— Ay = 0 x x x x — Az = 0 x x x x
0 0 x x x 0 0 x x x

0 0 x x x 0 0 0 x «x

Cena prevedbe v zgornjo Hessenbergovo obliko je §n3 + O(n?) operacij.

Trditev
1. Vse matrike A, Ay, Az, ..., An_> v Zzgornjem postopku imajo iste lastne
vrednosti.

2. Med QR iteracijo s premikom se zgornja Hessenbergova oblika
ohranja, tj. Ce ima A, to obliko, potem ima tudi A;.+ to obliko.
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Givensove rotacije

Kako poceni izracunati QR razcep zgornje Hessenbergove
matrike H?

V ta namen uporabimo Givensove rotacije. Cilj je poiskati rotacijo R v R?, ki

vektor
( X1 )
V.=
X2

zavrti v vektor z drugo komponento 0. Ker se velikost ohranja, mora biti to

0

Trditev

Matrika R € IR2%2, ki predstavlja rotacijo v IR? in zavrti vektor v v u, je

R— [ os¢ —sin@

“\ sing cosg@ '

kjer je . .
1 . —X2

COSP = ——e, SINQP = ———,

VX2 + X3 VX2 + X3

Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Givensove_rotacije.pdf

QR razcep Hessenbergove matrike

QR razcep zgornje Hessenbergove matrike A izraGunamo z naslednjim
postopkom:

1. PoiS¢emo Givensovo rotacijo §21, ki vektor A(1:2,1) zavrti v veckratnik
stolpca [1,0]7 € R2. Potem ima matrika

_( Rs O ._
A= ( 0 I )A = Ry A

v prvem stolpcu pod diagonalo same 0.

2. Pois¢emo Givensovo rotacijo ﬁsg, ki vektor A{(2: 3,2) zavrti v
vetkratnik stolpca [1,0]7 € IR?. Potem ima matrika

10 0
A2 = 0 R23 0 A= R32A

0 0 I3
v prvih dveh stolpcih pod diagonalo same 0.
3. Nadaljujemo ta postopek do predzadnjega stolpca n — 1 in dobimo
zgornjetrikotno matriko R. Velja Se
Q= R2T1 T erz,nq er;tn'
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Primer

X X X X X X X X X X
X X X X X 0 x x x x
A= 0 x x x x — A= 0 x x x x
0 0 x x x \5'21/ 0 0 x x x
0 0 0 x «x 0 0 0 x «x
X X X X X X X X X X
0 x x x x 0 x x x x
\%/Ag— 0 0 x x x — A3=] 0 0 x x x
Rag 0 0 x x x Ras 0 0 0 x x
0 0 0 x «x 0 0 0 x «x
X X X X X
0 x x x x
\—>/A4: 0 0 x x x
Rea 0 0 0 x «x
0 0 0 0 x

Cena izratuna QR razcepa zgornje Hessenbergove matrike je ©(n?), saj ima
mnoZenje z R; ceno O(n). QR iteracija se tako res poceni iz 9(n*) na O(n®).
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QR iteracija z dvojnim premikom

AW N =

© N o o

V primeru, da imamo par kompleksnih konjugiranih lastnih vrednosti, je
smiselno na vsakem koraku QR iteracije narediti dvojni premik:

Izberi premik o€ C blizu lastne vrednosti A

Izracunaj QR razcep matrike A —ol,:

A—GI=Q1R1

Pomnozi Qi in Ry v obratnem vrstnem redu in
pristej premik:

A'=RQ +ol,

Izracunaj QR razcep matrike A’ —Tly:

A’ —Gl=QR>

Pomnozi Q. in Ry, v obratnem vrstnem redu in
pristej premik:

A" =RoQs +7Gly

Primerno izbiro za o dobimo iz lastnih vrednosti spodnjega desnega 2 x 2
vogala matrike A.

Radi pa bi se . To pa se da dosedi, kot je
prikazano na naslednji strani.
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Da se izognemu kompleksni aritmetiki, lahko oba koraka zdruzimo in
izratunamo QR razcep realne matrike

N=(A—G)(A—cl) = A2 — (0 +B)A + oGl

Velja namre¢
N = Q;Q:R:R;,

kjer so Qy, Qo, Ro, Ry kot na prejsniji strani. Velja
A" =QJQIAQQ;.

Vsota o + G je kar sled spodnjega 2 x 2 vogala, produkt oG pa njegova
determinanta.
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Resevanje nelinearnih
enacb in optimizacija

x f(x) =0

> Ena enadba v eni spremenljivki: Bisekcija, tangentna metoda,
sekantna metoda, regula falsi, navadna iteracija

> Sistem n enacb v n spremenljivkah: Newtonova metoda,
Broydenova metoda

> Optimizacija: Gradientni spust
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Motivacija
Problem: Naj bo dana funkcija f(x). PoiSCi x, ki zadoSCa

f(x) =0.

N

A~ \

> kot sistemi
linearnih enacb.

» NicCel polinoma stopnje 5 ne moremo zapisati analiti¢no.

> Kako reSevati take probleme? Z iterativnim postopkom, pri
¢emer se reSitvam ¢im bolj priblizamo.
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Osnovna strategija reSevanja

1. Skiciraj funkcijo.
> Postavimo zaCetno domnevo, kaj je lahko nicla.

> Nicla x gotovo obstaja na intervalu [a, b], e imata f(a) in
f(b) razlicna predznaka in je funkcija f zvezna na [a, b].

> Toda: Sprememba predznaka funkcije ne pomeni vedno,
da je na tem intervalu nicle, kajti lahko imamo na intervalu
singularnost:

i@ ’\\ f@ // !
0 t 1 0 1 3 t

a b a b
/(b)J[ \,\ f(b)“~ //

2. Zatnemo z in uporabimo nek
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Konvergencni kriteriji za x

Zaustavitveni kriterij je odvisen od narave problema, ki ga
reSujemo:

> Lahko nas zanima, kdaj velja

> Lahko pa nas zanima, kdaj velja

» Se najbolje pa je zahtevati izpolnjenost
hkrati.

f)

true root

tolerance F

on f(x) t t X
<‘> tolk

onx
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Primerjava obeh konvergencnih kriterijev

Ce je f'(x) majhen v okolici nigle, je laZje zadostiti toleranci na
funkcijsko vrednost.

f(x)
‘ | \

Ce je f’(x) velik v blizini ni¢le, je mozno zadostiti toleranci na
dolzino intervala, ¢etudi je |f(x)| Se vedno velik.

f(x)

U
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Povezava med obema kriterijama

Vprasanje: Kako sta kriterija na x in f(x) povezana med sabo?

Ko x, in x;, konvergirata proti x*, gre razmerje

f(xp) — f(Xa)

Lt
[P—— proti (x™)

Zato lahko pri¢akujemo, da velja
f(xp) — f(Xa)l = |f'(x™)lIXp — Xal,

ko Xj in xp konvergirata proti x*.

Zakljuéek: |f'(x*)| doloCa povezavo med kriterijema.
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Bisekcija
Razpolovis¢e zaCetnega
intervala [a, b] je tocka

Postopek:
1. Pois¢i razpolovisce.

2. lzmed dveh moznih
intervalov izberi tistega,
kjer ima funkcija razli¢no

.....

3. Nadaljujemo s prvim
korakom.

4. Ustavimo se, ko je
interval krajSi od naprej
predpisane tolerance.
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Algoritem za bisekcijo

Vhod: funkcija f, krajisci a, b, toleranca tol

]
2 Izhod: priblizek x* za f(x)=0 z |x—x*| < tol
3
4 for k=1,2,...

5 Xm=a+ (b—a)/2

6 if sign(f(xm)) = sign(f(a))
7 a=Xn

8 else

9 b = xm

10 end

11 if |b-al<tol, stop

12 end

Algoritem: klik Primer 1: klik Primer 2: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/bisekcija.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testbisekcija.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testbisekcija2.m

Hitrost konvergence in raunska zahtevnost
Naj bo &, velikost intervala po n-tem koraku bisekcije. Potem

velja

dg =b—a 6—16 6—16—16 o = 1n6
0 — [} i — 2 0 2 — 2 1= 4 0 LECEE) n — 2 0
&n 1" &n
— —=(=] =277 ali n=lo —
5 <2) 82\ 3,
n [ Stevilo izracunov
8o funkcijskih vrednosti
5 3.1 x102 7
10 | 9.8 x10~* 12
20 | 9.5x 1077 22
30 | 9.3x 1071 32
40 | 9.1 x 1013 42
50 | 8.9x 1018 52
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Tangentna metoda

F(Xk)
F'(x) |

Xk+1 = Xk —

f(x0)

7 I

% X3 Xi
(%)

Pri trenutnem priblizku x, uporabimo funkcijsko vrednost f(xx) in odvod
f’(xx), da izraunamo nasledniji priblizek. Ena¢ba tangente na krivuljo v tocki
(X, f(xx)) je

y = f(x) + (x —xi) £ (X).

Ker je cilj najti x, tako da je f(x) = 0, dobimo
0 = f(xc) + (Xk+1 — Xxk) F'(Xc)

in izrazimo Xy 1.
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zacetni podatki: funkcija f, priblizek x;
for k=23, ...

Xk = Xk—1 — F(xk—1)/F" (Xk—1)
if Xx znotraj tolerance, stop
end

Algoritem: klik Primer 1: klik Primer 2: klik

» Konvergira precej hitreje kot bisekcija - red konvergence je
vsaj 2, tj. na vsakem koraku se Stevilo to¢nih decimalk
podvoji.

» Zahteva analiti¢no formulo za f’(x) - ¢e tega ne poznamo,
lahko uporabimo sekantno metodo (sledi).

» Ni nujno, da konvergira, saj priblizki pobegnejo:

f'(x)=0
)

VA
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/tangentna.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testtangentna.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testtangentna2.m

Hitrost konvergence tangentne metode

Spomnimo se
Metoda ima hitrost konvergence reda r, Ce obstaja konstanta C > 0, tako da
je
I lexi1l
m =
k—s00 \eklf

lzrek
Tangentna metoda ima hitrost konvergence reda 2 v okolici
resitve x* vedno, ko velja f'(x,) # 0.

Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Hitrost_konvergence_tangentne_metode.pdf

Sekantna metoda

Xk — Xk—1 ]
Xi) — f(Xk—1)

Xk+1 = Xk — f(Xk) [f(

f(b) +

o) 7

%
(@) |

S pomocjo dveh zaporednih priblizkov xx_4 in Xk, za nov priblizek vzamemo

x-koordinato preseci§€a sekatne skozi tocki (xk, f(xk)) in (Xki1, f(Xkr1)) Z
abscisno osjo.

Naj bosta dana

Xk = trenutni priblizek za ni€lo, xx_1 = prejSn;ji priblizek za niclo.
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Aproksimiramo prvi odvod z naklonom sekante skozi tocki (xi, f(xx)) in
(X1, F(Xks1)):
f(xk) — f(Xk—1)
Xk — Xk—1
Vstavimo to aproksimacijo v (13) in dobimo (14).

f'(xk) =

zacetni podatki: f, X3, X
for k=2,3...

X1 = Xk — F(Xic) (X — Xk—1)/(F(Xk) — F(Xk—1))
if je izpolnjen tolerancni pogoj, stop
end

Algoritem: klik Primer 1: Klik Primer 2: Klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/sekantna.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testsekantna.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testsekantna2.m

» Konvergenca je podobna tisti pri tangentni metodi. Red je
~ 1.62, tj. na vsakem koraku se Stevilo to€nih decimalk
pomnozi z 1.62.

» Ne potrebujemo odvoda f’(x).
> Nasledniji priblizek ne ostane nujno znotraj zacetnega

intervala:
1 7?\
f(xg) T

f(x) L

Vidimo, da bo nov priblizek x, 1, dale€ vstran od
prejSnjega, ¢e bo f(xx) ~ f(xx_1).
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Metoda regula falsi

f(b) +

f(x) +
L/ | |

=T T T T
Xo a X1 b
f(@) L

Metoda regula falsi je hibrid bisekcije in sekantne metode:

> Na vsakem koraku namre¢ izraunamo s pomocjo dveh
zaporednih priblizkov a in b nov priblizek kot x-koordinato
presecisCa sekatne skozi tocki (a, f(a)) in (b, f(b)) z
abscisno osjo.

» Za nova priblizka a, b vzamemo interval, kjer je funkcija
razlicno predznacena.
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© 0O N o o »~ 0w N o=

zacetni podatki: a,b

for k=2,3...
¢c=b—f(b)(b—a)/(f(b) —f(a))
if f(a)f(c) <O

b=c
else
a==«6
if je izpolnjen tolerancni pogoj, stop

end

Algoritem: klik Primer 1: Klik Primer 2: Klik

» Konvergenca je pocasnejsa kot pri sekantni.

> Nasledniji priblizek vedno ostane znotraj zaCetnega
intervala.
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/regulafalsi.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testregulafalsi.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testregulafalsi2.m

Metode fiksne toCke

Metodo fiksne toCke oz. navadno iteracijo dobimo tako, da
enacbo
f(x)=0

preoblikujemo v ekvivalentno enacbo
g(x) =x.

Tocki x pravimo funkcije g.

1. lzberi zacetni priblizek xp.

2. Ponavljaj iteracijo xx1 = g(Xx), dokler toleran¢ni kriterij ni
izpolnjen.

Algoritem: klik Primer 1: Klik Primer 2: Klik
Primer 3: klik Primer 4: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/iteracija.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testiteracija.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testiteracija2.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testiteracija3.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testiteracija4.m

|zrek (Konvergenéni izrek za navadno iteracijo)

Naj bo g zvezno odvediljiva na intervalu | = [a, b] in naj velja g(I) C I. Naj bo
sesuplg’(x)] = m < 1. Velja:
xel

> g(x) = x ima enoli¢no resitev & na I.
» Zavsak X € | zaporedje x, = g(xn_1) konvergira proti &, pri Cemer je
m
1—

mn+1
Xniq — & < mindm™xg — &, Xnit — Xnl, ——— X1 — Xol ¥ .
s = &1 < i { bty €1, 5l 0 e 0

Dokaz: klik

Izrek (Hitrost konvergence navadne iteracije)

Naj bo g v okolici negibne tocke &, p-krat zvezno odvedljiva in velja
g&)=9g"E=---=9g""E=0 in gPE=0.

Potem je red konvergence zaporedja x,1 = g(X,) enak p.
Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Konvergencni_izreki_navadna_iteracija.pdf
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Konvergencni_izreki_navadna_iteracija.pdf

fzero funkcija
fzero je hibridna metoda v Matlabu, ki vklju€uje

Pri obratni kvadratni interpolaciji se i§¢e presecis¢e parabole skozi tri tocke
(%0, f(X0)), (x1, f(x1)), (X2, f(Xx2)), Z Xx-08jo.

1 r = fzero(’ fun’,x0)
fzero izbere za naslednji priblizek

1. Rezultat obratne kvadratne interpolacije, ¢e je le-ta znotraj zacetnega
intervala.

2. Rezultat sekantne metode, €e prvi korak ni izpolnjen.

3. Rezultat bisekcije, €e tudi drugi korak ni izpolnjen.
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Sistemi nelinearnih enacb

ResSujemo sistem nelinearnih enacb:

Ce definiramo
fi=(f,..., f,) :R" - R",

potem lahko sistem na kratko zapiSemo kot
f(x) =0.

posplosSitev tangentne metode,
posplositev metode fiksne tocke.
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Newtonova iteracija
Pri Newtonovi iteraciji tvorimo zaporedje priblizkov

X = X1 — g (x ) (x|

kier je J¢(x(") matrika prvih odvodov preslikave f, ki ji pravimo
Jacobijeva matrika:

ofh .. 0f

0 X1 0Xp
J(x)=| bl (x).

ofy . 0fh

0 X1 0Xp

V praksi pa ne raunamo inverza Jf( 1)=1 ampak namesto
tega reSimo sistem
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1. Funkcije f; razvijemo v Taylorjevo vrsto:

fi(x + Ax) = fi(x Z X)AX+ ..., i=1,..., n.

2. Zanemarimo Clene viSjega reda in enac¢imo fi(x + Ax) = 0.
3. Dobimo zgornji sistem.

Algoritem: klik Primer: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/newtonsis.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testnewton.m

Jacobijeva iteracija
1. Sistem f(x) = 0 preoblikujemo v ekvivalentno obliko

g(x) =x,
kjer je g: R" — R".
2. lzberemo zacetni priblizek

x0 ¢ R,

3. Rac¢unamo zaporedije priblizkov

X1 = g(x(7).

Algoritem: klik Primer: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/iteracija.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testiteracijasistem.m

Izrek (Prvi konvergenéni izrek Jacobijeve iteracije)
Naj g : R" — R" na nekem obmocju O C R" zadosc¢a:
1. g(Q) c Q.
2. |g(x)—g(y)|| <mllx—y| zavsakax,y € Qnek0 < m<1.
Enacba
glx)=x

ima na obmodju Q eno samo resitev & in zaporedje x\"1) konvergira proti §
za poljuben zacetni priblizek x'© € Q. Velja se

) = x.

) — g <

Izrek (Drugi konvergencni izrek Jacobijeve iteracije)
Najg:R" — R" zvezno odvedijiva v negibni tocki & in naj bo ||Jg(&)[| < 1.

Potem obstaja zaprta okolica Q C R" fiksne tocke &, tako da zaporedje x"+1)
konvergira proti & za poljuben zacetni priblizek x'© € Q.
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Kvazi-Newtonove metode: Broydenova metoda

» Pri velikim Stevilu enacb je Newtonova metoda zelo
zahtevna, saj potrebujemo na vsakem koraku n? parcialnih
odvodov in ©(n3) radunskih operacij za re$evanje
linearnega sistema.

» Kot se pri navadni tangentni metodi izognemo racunanja
odvodov z uporabo sekantne metode, se tudi pri
kvazi-Newtonovih metodah izognemu racunanju parcialnih
odvodov. Najbolj znana je

Naj bo B; priblizek za J;(x"). Korak kvazi-Newtonove metode
je:

1. redi B,Ax'") = —f(x(1),

2. K[’"‘U :K(r) +Al(r),

3. dolo&i By+.
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Pri Broydenovi metodi za B, 1 matriko, ki zado$¢a t.i.
sekanthemu pogoju

Bryt (X — x ) = f(x!1) — f(x")

in je v spektralni normi najblizje B (1j. najvecja lastna vrednost
razlike B, 1 — B, je najmanjSa mozna).

ISCemo torej AB, = By, 1 — Br z minimalno spektralno normo, ki
zadod¢a AB,Ax(1) = f(x(r+1)).

Trditev ( Priblizek za Jacobijevo matriko v Broydenovi metodi )

f(x(r+1))(AX(r))T
Bri1 =B+ == =
r+1 r+ HAKU)HS

Dokaz: klik
Algoritem: klik Primer: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Premik_v_Broydenovi_metodi.pdf
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/broyden.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/testbroyden.m

Variacijske metode

Za predstavljene metode moramo imeti dober zacetni priblizek,
kajti v nasprotnem nimamo zagotovljene konvergence. Tega
lahko dobimo z uporabo variacijskih metod, tj. metod za iskanje
lokalnih minimumov. Povezavo med iskanjem niCel in iskanjem
lokalnih ekstremov podaja naslednja trditev.

Trditev ( Pretvorba iskanja nicel funkcije na iskanje globalnih minimumov )
Nicle funkcije f(x) so globalni minimumi funkcije

n

g R SR gx) =R =Y (fx)>
i=1

Kako iS¢emo lokalne ekstreme neke dvakrat zvezno
odvedljive funkcije g : R" — R?
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Iskanje lokalnih ekstremov g

» Minimum funkcije lahko i§¢emo iterativno tako, tekoCi
priblizek x(") popravimo v neki smeri v;:

XUH) :X(r) + Arvy, (15)
kjer je A, neko realno Stevilo. Veljalo bo:

g(x!™ My < g(x'").

Imamo ve¢ moznosti za izbiro smeri v, v (15):

> Splosna metoda spusta: Izberemo katero koli smer, ki ni
pravokotna na Vg(x).

» Metoda najhitrejSega spusta: Za smer izberemo
Ve = —=Vg(x).

> Za smeri zaporedoma
izbiramo koordinatne smeri e4, eo, ..., én.
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Po izbiri smeri moramo najti Se A, v (15): Definiramo
q(A) = g(x'” +Av).

Uporabimo eno od naslednjih metod:
» Metodo najvecjega spusta: ResSimo enacbo g’(A\) =0z

eno od metod za reSevanje neenacb v eni spremenljivki.

» Metoda tangentnega spusta: PoisCemo presecisce
tangente na y = q(A) v toCki A = 0 z osjo x.

> S tangento dolo¢imo «,
nato pa ¢ez tocke (0, gq(0)), («/2, g(x/2)), (e, g(x))
potegnemo parabolo in za A izberemo njen minimum.

Algoritem: klik Primer 1: Klik Primer 2: Klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/gradient_descent.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/test_gradient_descent.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/test_newton_plus_gradient_descent.m

Uporaba metod za iskanje nicel pri iskanju ekstremov

Trditev ( Pretvorba iskanja lokalnih ekstremov ba iskanje ni¢el sistema)
Lokalni ekstremi funkcije g(x) so resitve sistema

Vg(x) = 9ag(x) .. 9gx) —0.

0X1 0Xp

O vrsti in obstoju ekstrema v stacionarni tocki

odloca
%g(x) . 9%glx)
ox? 0X10Xn
Hg(x) = : :
%glx) . 2%glx)
0Xn 0 X1 ox3

Ceima Hg(x) same pozitivne lastne vrednosti (0z. negativne
lastne vrednosti), je v x lokalni minimum (oz. lokalni
maksimum).

Algoritem in primeri: Klik L 8a/PEG


https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/local_optimization_example.m

Gauss-Newtonova iteracija

Resujemo predolocen sistem
f:R" - R™ f(x)=(0,...,0) (16)
nelinearnih enacb v n neznankah, kjer je m > n.

Sistem (16) v sploSnem nima resitve. Radi bi nasli reSitev (16)
po metodi najmanjsih kvadratov, tj. iS¢éemo o € R", ki
minimizira

If(ed)|[Z = min{]|f(x)]|?).
Gauss-Newtonova metoda je posploSitev Newtone metode, kjer
na vsakem koraku iteracije namesto inverza Jacobijeve matrike
racunamo psevdoinverz:

X1 = 60— gy () 1)
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Na vsakem koraku je x("*!) re&itev predolotenega linearnega
sistema
Ji(xMax" = f(x'")

po metodi najmanjsih kvadratov.
Konvergenca ni zagotovljena, pa tudi reSitev v primeru

konvergence je lahko , e pa nujno globalni
minimum funkcije ||f(x)]%.
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Primer
Dane so tocke (x;, y;) € R? fori=1,..., m. Is¢éemo funkcijo

f(x,a, b) = ae?,
ki se najbolje prilega podatkom po metodi najmanjsih
kvadratov.
Predolocen sistem, ki ga resujemo, je F(a,b) = 0, kjer je
F:R2 5 R™, F(a,b)=(y; —ae®™1, ., Ym — aeb*m).

Jacobijeva matrika za F je

_ ebx1

Gauss-Newtonova metoda:
> Izberi zacetni priblizek (ag, bg),
> lteriraj:

Ar1| _ |ar| _ + T
|:br+1} = [br] DF (ar,br) " F(ar, br)".

Algoritem: klik Primer: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/gaussnewton.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Nelinearni_sistemi/test_gaussnewton.m

Polinomska interpolacija in
aproksimacija
* PoiS¢i polinom p, da je
p(X,') =Y | = O, 1,..., n.

+ PoisCi polinom p stopnje k, da je
S 1o llf(xi) — p(xi)||2 minimalno.

Interpolacija v standardni bazi

Interpolacija v Lagrangeovi bazi

Interpolacija v Newtonovi bazi

Polinomska aproksimacija, ortogonalni polinomi
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Uvod v interpolacijo in aproksimacijo
Aproksimirati zelimo funkcijo f(x) z funkcijo g(x).

Tipi aproksimativnih funkcij: Polinomi, odsekoma polinomske
funkcije, racionalne funkcije, trigonometri¢ne funkcije,
eksponentna funkcija, itd.

Vprasanje: Kako aproksimirati f(x) z g(x)? V kakSnem smislu
je aproksimacija dobra? Imamo vec kriterijev:
1. Interpolacija: g(x) mora imeti iste vrednost kot f(x) na dani
mnozici tock.
2. Metoda najmanjsih kvadratov: g(x) se mora ¢im bolj
prilegati f(x) v smislu 2-norme, {j.

b
J £(t) — g(t)Bdt mora biti &im manje.
a
3. Aproksimacija Cebigeva: g(x) se mora &im bolj prilegati
f(x) v smislu supremum norme, tj.
minimizirati Zelimo  max |f(t) — g(t)|.

tela,b]
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Interpolacijski polinom v standardni bazi
Dani so naslednji podatki:

n+1 tock xo,..., Xp invrednosti yp,..., Yn-
IS¢emo polinom
p(X) = ap + a1x + apx® + - - + anx",
stopnje n, ki zados¢a
p(xo) =Yo. px1)=y1, .... P(Xn)=yn (17)
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Dobimo sistem

o + a1Xo + X5 + -+ + anx = Yo,
ot anXi =y,

aog + a1 x4 + 82X12 +

o + a1 Xn + @X3 + -+ + anXl = yn.

Polinomu p(x) pravimo

V matriéni obliki lahko sistem (18) zapiSemo kot

kjer je
1 X0
1 Xq
A=1|1 X
|1 X

Ax =b,

ap
a
a

an

Yo
14
Y2

Yn

(18)
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Matriki A pravimo Vandermondova matria na tokah xo, . . ., Xn,
velja pa

det(A)= J] (xi—x)|

ogj<ign

Posledica (O obstoju in enoli¢nosti interpolacijskega polinoma)
» Cesotocke x;,i=0,..., n, paroma razliéne, ima sistem
enoli¢no resitev.
» Polinom stopnje najve¢ n skozi n + 1 toCk je en sam.

1. Kako raCunsko zahtevno je reSevanje sistema (18)?
2. Ali je sistem (18) numeri¢no obcutljiv?

1. Racunanje interpolacijskega polinoma s pomocjo
Vandermondove matrike ni poceni (%n3 + O(n?) operacij).

2. Sistem je lahko ze pri majhnem Stevilu toc¢k (npr. 10) zelo
obcutljiv za numeri¢ne napake. B



Interpolacijski polinom: Lagrangeova in Newtonova
baza

Namesto uporabe

je bolje uporabiti eno od naslednjih baz:

» Lagrangeova baza:
(X=X1)--(X=Xn) _(X—Xo) (X—X2)---(X—Xn) (Xx—=Xo)-(X—Xn—1)

(Xo—X1)---(Xo—Xn) " (X1—x0) (X1 —X2)---(X1—Xn) " " """ (Xnp—Xo)---(Xn—Xn_1) "

» Newtonova baza:
1, X—Xg, (X —Xo)(X—X1),..., (X —Xg) -+ (X — Xp—_1).

Obe zgornji bazi sta stabilni, Newtonova pa je cenejSa za
racunanje v primeru dodajanja novih interpolacijskih tock.
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Interpolacijski polinom v Lagrangeovi bazi

Primer
Poiscéi polinom najniZje stopnje, ki interpolira naslednji tocki:

x| 14 125
y| 387 39
Dobimo
x—1.25 x—14 4

Zapisali smo p(x) v obliki

(X) . X — Xq i X — Xo
pix) = Xo— X Yo X1 — Xq 1
— —
£o(x), £ (x),
€o(x0)=1,€0(x1)=0 €4 (x0)=0,¢1 (x1)=1
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Danih imamo n + 1 tock
(X01y0)1 (X1:Y1) vvvv (Xn,}’n)-
Cilj je najti Lagrangeove bazne polinome stopnje najve¢ n, ki
zados$c¢ajo
P N

i) = { 1, j=i

Torej je
tix)= G J[x=x). i=0,....n
konstanta J#/

i—ti Lagrangeov bazni polinom je

n
X—Xj
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Primer

Poisci enacbo parabole v Lagrangeovi obliki, ki gre skozi tocke

p2(x)

(X=x1) (X—x2)
(Xo X1) Xo—X2)

Yolo(x) + y1€1(x) + y2la(x)

“3(x4+1)(x —2) +0(x —1)(x —

2)+ 4(x—1)(x+1).
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Interpolacijski polinom v Newtonovi bazi

Newtonov interpolacijski polinom na to¢kah xg, X1, Xo, . . ., Xn je
oblike
pn(x) = Cg + €1 (X — Xo) + C2(X — Xo) (X — X1) + ...
+ Cn(X — Xo) (X — X1) -+ (X — Xp—1).
o)

1,X—Xg, (X —Xo)(X —X1),..., H(X—X,').

Newtonova baza proti Lagrangeovi bazi:

Prednost Newtonove baze pred Lagrangeovo je vtem, da se z
dodajanjem novih to¢k xp.1, ..., Xn+m VSI Ze izraCunani
koeficienti ¢y, . . ., ¢, ne spremenijo.

V primeru zlepkov, ko imamo v naprej dolo€en n, so
Lagrangeovi polinomi primernejsi, saj imamo koeficiente Ze
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Interpolirajmo podatke (xo, ¥o), (X1, Y1), (X2, ¥2) v Newtonovi
obliki.

Poiskati moramo v polinomu
p2(X) = Co + C1(X — Xo) + C2(X — Xo) (X — X1).

Iz n podatkov dobimo sistem n linearnih enacb v neznanih
koeficientih:

Xo: Yo=C+0+0
X1: Y1 ==Co+ (X1 —xo)+0
Xo: Y2 =Co+ Ci(Xa— Xo) + Co(X2 — Xo) (X2 — X1)

Ali v matri¢ni obliki:

1 0 0 Co Yo
1 X1 —Xo 0 Ct| |y
1 Xo—Xo (Xo—Xo)(xa—Xx1)| |C2] [Ve
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Ker je matrika spodnje trikotna, potrebujemo samo O(n?)
operacij:

Co = Yo=f(xo),
o — Y= _ fx1)—f(x)
! X1 — Xo X1 — Xo '

Yo — Co — (X2 — Xo)C4
(X2 — X1) (X2 — Xo)
f(X) — f(Xo) — (xp — Xo) X)={10)

— X1—Xo
(X2 — x1) (X2 — Xo)
fO)—f(x1) _ f(x1)—f(xo)
Xo—Xq X1—Xo

X2 — Xo
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Deljena diferenca f[xo, .. ., Xkl

|z zgornjega primera opazimo naslednji vzorec. Pojavljajo se
izrazi oblike:

(19)

Ce izraz (19) oznagimo z oglatimi oklepaji kot , potem bi
na na nasem primeru dobili:
flx1, x2] — f[Xo, X1]

Co =f(x0), ¢4 =flxo,x1], €= pra—— :

To se da posploSiti do rekurzivnega racunanja polinomov v
Newtonovi obliki.

Deljena diferenca f[xo, . . ., x| je vodilni koeficient (pri x¥)

interpolacijskega polinoma stopnje najvec k, ki se z f ujema v
toCkah xp, . .., Xk.
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Izrek (O koeficientihn Newtonovega interpolacijskega polinoma)

1. Koeficienti Newtononovega interpolacijskega polinom p,
stopnje najvec n, ki se z f ujema v toCkah xq, . .., Xn, SO
enaki

C,':f[Xo,X1,...,X,'], i:O,...,n.

2. Deljene diference povezuje formula

flx1,....Xnl — flX0, ..., Xn—1]
Xn — Xo '

flXg,....Xn] =

Dokaz: Kklik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Deljene_diference.pdf

Ce dopuséamo, da se tocke x; v f[Xo, . . ., Xx] ponavljamo,
potem zelimo, da se interpolacijski polinom ujema s funkcijo $e
v odvodu.

Definiramo

f6) (xg)
X0, .-, Xkl =
0 K FX1 oo X ) F X X
Xk —Xo !

sicer.
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Deljene diference pa lahko bolj u¢inkovito racunamo s pomocjo
tabel:

x | f[] | f[, ] fl.. -] flo o]
Xo | flxo
flxo, x1]
X1 | flxq] flxo, x1, X2l
flx1, xo] flxo0, X1, X2, X3]
Xo | flxo] flx1, X2, X3l
flxz, X3]
X3 | fxs3]

Koda: klik  klik  klik

Primeri: klik  klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Interploacija/deljeneDif.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Interploacija/deljeneDiferenceMat.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Interploacija/vrednostIP.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Interploacija/primer_interpolacija.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Interploacija/primer_interpolacija_2.m

Primer. Konstruirajmo deljene diference za podatke (1, 3),
(3.13),(0.3), (2, 3).

Iz tabele deljenih diferenc preberimo interpolacijski polinom.

X f[] f[.v.] f[.v.,.] f[.,.,.y.]
113
1
2
3|13 1
2 4 1 3 5
1 )
013 -2
2 |7
2 |5
Interpolacijski polinom je tako
1 1 3 3
pg(x)_3+§(X—1)+§(X—1)<x—§)—2(x—1)(x—§>x.

Ce uporabimo spodnjo stranico trikotnika, pa dobimo po(x)
izrazen v drugi Newtonovi bazi:

p2(x) = g - g(x—Z) - g(x—Z)x—Z(x—Z)x<x— g)
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Visanje stopnje aproksimacije
- ne izboljSa vedno aproksimacije funkcije s polinomom.
Znan je Rungejev primer, ko funkcijo

1

=1

interpoliramo na intervalu [—5, 5] z ekvidistantnimi toCkami, tj.

1 1
Xo==5x1=-5+10-— .., x: :—5+10.”n X, =5

, da se bo interpolacijski polinom
nasi funkciji. Izkaze pa se, da temu ni tako. Ce interpoliramo v
tockah CebiSeva

T ,
Xj:5COS<2(I._1)(n_'_1)>, i=0,..., n

pa z viSanjem stopnje res dobimo boljSe prileganje.
Primer 1: klik Primer2: klik Primer 3: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Interpolacija/Runge.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Interpolacija/Rungeekvi.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Interpolacija/Rungecebi.m

Napaka polinomske interpolacije

Ponavadi nas zanima razlika med vrednostjo funkcije f in
vrednostjo interpolacijskega polinoma p,, v neki tocki t:

X0, .-, Xnp in t:

|z enakosti f(t) = gn.1 (1), sledi

en(t) = pn(t) — f(t) = —flxo, X1, ..., Xn, t] | | (t—X)).
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Izrek (O deljenih diferencah)

f(n+1 ) (a)

m zanek & e [a, b].

f[XO¥X1v . -anyt] =
Dokaz: klik

Izrek (Napaka polinomske interpolacije)

Naj bo f vsaj (n+ 1)-krat zvezno odvediljiva na intervalu [a, b] in
naj bo p,, interpolacijski polinom stopnje najve¢ n skozi tocke x;,
i=0,...,n, ki vse leZijo na intervalu [a, b]. Potem je za vsak

X € [a, b]

f(n+1)(£)

W(X—XO)'“(X—Xn),

f(X) — pn(x) =
kjer & leZi na intervalu [a, b].

Ce znamo odvod f("+1) na intervalu, ki nas zanima, omejiti,
lahko dobimo uporabno oceno.
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Napaka_polinomske_aproksimacije.pdf

Aproksimacija po metodi najmanjsih kvadratov
Za funkcijo, podano v n tockah

iS¢emo polinom pk stopnje k < n, za katerega ima izraz

najmanij$o vrednost. Ce zapi$emo na dolgo:

Torej iS€emo ekstrem funkcije ve€ spremenljivk. 1z analize
vemo, da je potreben pogoj za ekstrem
0Eiso _ 9Eiso . _9Eisa _ |,
GEN 0a4 o 0ak
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Naj bo

Dobimo normalni sistem:

n
51
So

Sk

Sq
So
S3

Sk+1

So = Xo+. . +x2,

So
S3
S4

Sk+2

Sk
Sk+1
Sk+2

Sok

ki pa je pri velikem Stevilu tock lahko

ao
ai
ao

ak

— | Xiloyix? ,

Sok = XK+ . +x2K.

[ Zn:n:o Yi
2o YiXi

L Zin:Oinik i
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Aproksimacija po metodi najmanjsih kvadratov

Do ekvivalentnega sistema bi prisli tudi z zapisamo prvotnega sistema v
obliki Ax = b in mu priredili normalni sistem AT Ax = ATb:

m m m
atary X+..+a, ) x'=) f(x),
i=1 i=1 i=1
m m m m
a) Xi+tary XF+...t+any x=) flx)x,
i=1 i=1 i=1 i=1
m m m m
a) XFtary X+ tany xE=) f(x)x,
i=1 i=1 i=1 i=1

m m m m
ap Zx,” + a Zx,”+1 + .4 ak Zx,?” = Z f(xi)x!.
i i i= i=

Ta sistem lahko reSimo z Gaussovo eliminacijo, vendar je lahko pri veliko
toCkah . Cilj je problem preoblikovati v ekvivalentnega, vendar
bolje pogojenega. Resitev lezi v uporabi baze ortogonalnih polinomov.
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Zamenjava baze prostora polinomov

Ce bi namesto baze {1, x, ..., x"} vzeli novo bazo polinomov

{go(x), 91(x), ..., gn(x)},
bi dobili sistem linearnih enacb:

a0y go(x)+ar ) golx)gi(x)+...+an) Golx)gn(X;) =

D f(x)go(xi),
i i1 i i
a0 ) g1(x)go(x)+ar) gix)+...+an ) gi(x)galx) =D f(x)gn(x),
- - i i
a ) G(X)go(X)+a ) g(x)gi(X)+...+an ) go(x)gn(x) =Y f(x)ga(x),

i=1 i=1 i=1

aoZgn Xi)do (X)) + ar Zgn Xi)g1 (%) +anZgn X) =Y f(x)gn(x).

i=1 i=1

Zeleli bi izbrati bazo, v kateri bo ta . 1I8¢emo torej polinome
gj, za katere velja

m
> gix)gk(x) =0  zaj#k.
i=1
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Zgorniji sistem lahko zapiSemo tudi v matricni obliki:

(9o, Qo) (G0, G1) .- (Go.Gn) do (f, go)

(91.90) (91.91) .. (91.0n) a (f, g1)
A= : : ’ =11 b= :

<90-.gn> (91.Gn) - <gn;gn> an (f, Gn)

kier je (f,g) == > ", f(x;)g(x;). 15¢emo torej polinome g;, za katere velja
(20)

Zaporedju polinomov gy, . . ., Jn, za katere velja deg g; = j, vodilni koeficient g;
je 1in velja (20), pravimo zaporedje ortogonalnih polinomov (ZOP).

Resitev nadega problema je ZOP g; polinom p:

(f, gi)
(9i.91)

p(x) =) agix),  a=
i=0

V nadaljevanju se bomo ukvarjali s tem, kako konstruirati ZOP.
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Ortogonalni polinomi

Izrek (Ortogonalnost)
Naj bo go, . . ., gn zaporedje ortogonalnih polinomov glede na
(-,). Potem je
(9. pP) =0
za vsak polinom stopnje p najve¢ k — 1. Dokaz: klik

Izrek (Triglenska rekurzivna zveza)

Zaporedje ortogonalnih polinomov glede na (-, -) zados¢a
triclenski rekurzivni relaciji

9it1(X) = (X — ai11)gi(x) — Bigi—1(x),

kjer so koeficienti «;, 3, i € IN doloCeni z enacbami

Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Ortogonalni_polinomi.pdf
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Ortogonalni_polinomi.pdf

Gaussove kvadraturne formule

Izrek (Ni¢le ortogonalnih polinomov)
Naj bo go, . . ., gn Zaporedje ortogonalnih polinomov glede na

b
(f,9)w = J fgw dx,

a
kjer je w pozitivna uteZ. Potem ima g; i razlicnih ni¢el na
intervalu [a, b].
Dokaz: klik

Gaussova kvadraturna formula (GKF) reda n je predpis, s

katerim ocenimo j’a’ f(x)w(x) dx:

b n
J f(x)w(x) dx ~ E pif(xi),
i—1

a

kjer so xy, ..., Xp € la, b] vozli, q4, ..., gn pa
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Ortogonalni_polinomi.pdf

Cilj GKF je, da je to€na za integracijo polinomov ¢im visjih
stopen;.

Ker imamo 2n prostih parametrov, lahko dobimo z ustrezno
izbiro vozlov in utezi to¢no formulo do stopnje 2n — 1.

Enacbe, ki jih moramo resiti za dolocitev x;, g; so nelinearne in
. Velja pa nasledniji izrek:

Izrek (O vozlih in utezeh v GKF reda n)

Naj bo q,, n—ti ortogonalni polinom glede na (-, -). Potem so

X1, ..., Xn Njegove nicle, uteZi p; pa so enake [ g iw dx, kjer je {;
i—ta Lagrangeova bazna funkcija na to¢kah x1, . . ., Xn.

Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Ortogonalni_polinomi.pdf

v

vV v vyyvyy

Numericna integracija
Oceni |2 f(x)dx.

Newton—Cotesova (NC) pravila: trapezno, Simpsonovo
pravilo

Izbira koraka v NC pravilih
Adaptivha NC pravila
Rombergova metoda
Gaussove kvadraturne formule
Integracija v ve¢ spremenljivkah
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Numeri¢na integracija
Nas cilj je izracunati doloCen integral

funkcije f(x). Tu je F nedoloCen integral funkcije f.

2
15\/
1

05

07702 04 06 08 1 12 14 16 18 2
x

Ce ne znamo izraunati nedolo&enega integrala F, smo v
~ 2 H
teZavah. Npr. za f(x) = e, g(x) = #2%, h(x) = x tan x.

Prav tako ne moremo to¢no izracunati vrednosti integrala, ¢e

imamo funkcijo podano samo na neki mnozici tock.
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Osnovno traEezno pravilo in napaka E
Integral j:+ f(x) dx tako, da f aproksimiramo z linearno
funkcijo in izraCunamo plos¢ino pod linearno funkcijo oz.

trapezom.
BE
p(x) = f(a) + f“’; - ;(a) x—a
Velja
E f(x) dwa:p(x) dx = f(a)(b —a) + f(b;:;(a) (b_za)z
- (b;a) (f(a) + f(b))
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Pri tem je napaka naslednja:

b b
E :J (f(x) — p(x)) dx :J fla, b, x](x — b)(x — a) dx
b

=fla, b, &] J (x —b)(x—a)dx

a

W) 1 s
1 (oo

(b —a)*"(n)
12

kjer sta &, 1 € [a, b], tretja enakost sledi po izreku o povprecni

vrednosti, Cetrta pa po izreku o fa, b, &].
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Sestavljeno trapezno pravilo
Ce interval ni zelo kratek, potem ocitna naivna linearna transformacija
obic¢ajno ne da dobrega priblizka integrala.
Ce interval [a, b] razdelimo z ekvidistantnimi tockami X, X1, . . . , Xn, .
h:=hj = X1 — X
je konstanta in na vsakem intervalu uporabimo osnovno trapezno pravilo,
dobimo:

204/259



Napaka E; na intervalu [x;, xj, 1] je enaka
3. fl1 (.

Torej je skupna napaka

n—1 n—1
h3 - ()
i= i=0
_ | (b—a)h®- ")
N 12 '

12 za nek n; € [x;, Xi;1].

he - ()
12

kier je n € [a, b] in smo v tretji enakosti uporabili izrek o srednji

vrednosti.

Algoritem: Klik
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. 1 2
Primer - [, e dx
Koliko to¢k uporabiti, da bo sestavljeno trapezno pravilno
natan&no z napako omejeno z 1067
Zelimo

_ 2£1
‘(b a)h=f"(n) <106

12
Kako velik je drugi odvod " (x)?

f(x) = —2xe %, f"(x) = 2% +4x2e "
Ker je
(x) = 12xe X — 8x3e** = 4x(3 — 2x%)e ¥

pozitiven na [0, 1], je f” monotono naraséajo¢ na [0, 1] in zato
zavzame maksimum v kraji§éu: f”/(0) = 2. Potem lahko

omejimo

o 2

bal2h” 46 - wcet0® = JABI10°<n,
12 T

~410
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Trapezno pravilo s kontrolo koraka

Motivacija. Ce uporabimo sestavljeno trapezno pravilo, moramo:
> Vnaprej dologiti velikost h.

» Ce zelimo oceniti napako, moramo znati oceniti f”(n) na intervalu [a, b].

Obe tezavi zelimo resiti, tj. radi bi, da funkcija samo zmanjSuje h, v kolikor
napaka ni dovolj manjka. V ta namen moramo znati to napako oceniti.
Pridemo do

Najbo I = f:’ f(x)dx in T(h) ocena za | z uporabo sestavljenega trapeznega
pravila z velikostjo intervala h.

Spomnimo se, da pri sestavljenem trapeznem pravilu T(h) za napako E(h)
velja:

b—a
12
Zelimo se izogniti dejstvu, da moramo poznati f”. Zapigimo napako $e v

primeru razpolovljenega koraka, {j. g:

b—a,, h
12 f"(&ny2) T
Predpostavimo, da je priblizno za vsak h.

E(h)=T(h) —I= f"(En)R?,  Kjerje &, € (a, b).

2

E(h/2) = T(h/2) — | =

Kier je &n/2 € (a, b).
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Dobimo:

2
|=T(h)—Ch?®=T(h/2) — ChZ.
Sledi:
T(h)—T(h/2) = 20/12 +0(h*)  o0z. Ch*= %(T(h) — T(h/2)).
Tako sta
priblizka za napaki in . Velja
_T(h h ¢ , B
T(h/2) = N + 5 Z fla+ (i—1/2)h), n=(b—a)/h.
~—— i=1
razpolovimo T (h) N
racunamo samo ta del
Algoritem:

1. Izratunamo T(b —a) = (b — a) "@L®),

2. lzragunamo T((b — a)/2) = 182 4 b2af((a + b)/2).

3. lzraGunamo %(T(b —a)—T((b—a)/2). Ce je to dovolj majhno po
absolutni vrednosti, konéamo, priblizek za integral pa je T((b — a)/2).
Sicer ponovimo postopek z razpolovljenim h.

—

Algoritem:  Klik
208/259


https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Integracija/trapeznokontrola.m

Adaptivno trapezno pravilo

Motivacija: Ce uporabimo trapezno pravilo s kontrolo koraka, potem dolZine
koraka h ne rabimo sami dolociti, vendar pa je h enak na celotnem
integracijskem intervalu. Zeleli bi, da na nekaterih delih intervala uporabimo
vecje h, manjSe pa le tam, kjer je to res potrebno.

Zgorniji cilj lahko dosezemo z uporabo
> Najprejizratunamo T(b—a)in T((b —a)/2).

» Ce je podobno kot pri kontroli koraka zgoraj ocena napake
e := H-2/2-T1b-2) dovolj majhna, vrnemo T((b — a)/2) + e in
kon¢amo.

» Ce je e prevelik, ponovimo zgornji postopek lo¢eno za podintervala
in , pri éemer naj bo napaka na vsakem
najvec .

» Rekurzivno nadaljujemo zgornji postopek in dobimo oceno integrala, pri
¢emer delilne tocke ne bodo enakomerno razporejene po intervalu
[a, b].

Algoritem:  Klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Integracija/trapezoid_adaptive.m

Enostavno Simpsonovo pravilo
Naj bo p> polinom stopnje 2, s katerim interpoliramo tocke

a+b a+b _
( 5 (=5 ). (b.f(b)):

(a.f(a)),

pa(x)=Co+Cy-(x—a)+Co-(x—a) (x—a;b> .
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Oznagimo h := 252, Redujemo sistem:

p2(a) = f(a), Pz(a +b) = f(a +b), pa(b) = f(b).

2 2
Dobimo
Co=flal=fa), Ci=fla agb] _ f(a+hl3—f(a),
[, a+b 7 fla+2h)—2f(a+h)+f(a)
Ca = f[a, 2 'b} o 2h2 .

Rac¢unamo jg p2(x)dx (naredimo subsitucijo x = a + 1);

a+2h 2h
J pa() dx=J pa(a+1) ot
a 0

fla+ h)—f(a) o fla+2h)—2f(a+ h)+f(a)
" -2h° + oh2

= f(a)-2h+

Wl

(f(a) +4f(a+ h) +f(a+2h)) |
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Izkaze se, da je napaka priblizno:

—910h5f(4)(£) , &clabl. Dokaz: klik

Algoritem: Klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Ortogonalni_polinomi.pdf
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Integracija/Simpsonovo.m

Sestavljeno Simpsonovo pravilo in napaka
Vzemimo ekvidistantno particijo P ={xy = a < --- < x, = b} intervala [a, b]
na sodo Stevilo enako dolgih intervalov in na zaporednih trojicah tock

uporabimo osnovno Simpsonovo pravilo (h = xj.1 — X;):

4

0 h
| 10 ax = Y Zifoa) + 410i.0) + f0x2)
i=0

[f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + 2f(Xa) + - - - + f(Xn)]

h
K

o |
| N
o] ‘ N
oos-| l Tk
1 s 2 a3 s 4 as l
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Napaka E; na intervalu [xo;, X2i+2] je enaka

hef) (n;)
E—_—
: 90
za nek n; € [Xo, Xoi12]. Torej je skupna napaka
21 21
@) nh*f¥(n)
% & 90 290

_| _(b—a)h*f"(n)
B 180

kjer je 1 € [a, b] in smo v tretji enakosti uporabili izrek o srednji vrednosti.
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Adaptivno Simpsonovo pravilo

Motivacija. Ideja je povsem enaka kot pri adaptivnem trapeznem pravilu, t].
radi bi uporabili ¢im vecji h povsod, kjer je to mogoce. Ce s oznadéimo
, potem

Postopek:
> Najprej izratunamo S(b — a) in S((b —a)/2).
> |z jZ f(x)dx = S(h) 4+ Cih* = S(h/2) + C1(§)4 izrazimo

c <h>48(ba)/23(ba)
"\2) ~ 15 '

kar je nasa ocena napake E. Ce je E dovolj majhna, vrnemo
S((b—a)/2) + E in kon¢amo.

» Ceje , ponovimo zgornji postopek lo€eno za podintervala
in , pri éemer naj bo napaka na vsakem
najve¢ polovica zacetne tolerance.

» Rekurzivno nadaljujemo zgornji postopek in dobimo oceno integrala, pri
Cemer delilne toCke ne bodo enakomerno razporejene po intervalu
[a, bl.

Algoritem:  klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Integracija/simpsonovoadaptivno.m

Osnovna Newton—Cotesova pravila

Newton—Cotesova

(NC) pravila interval [a, b] razdelijo z n + 1 ekvidistantnimi

toCkami in jg f(x)dx aproksimirajo zj pn(x)dx, Kjer je p, interpolacijski
polinom stopnje n na teh tockah.

ime n formula

trapezno 1 2@ [f(a) + f(b)]

Simp.1/3 2 222 [f(a) + 4f(252) + f(b)]

Simp.3/8 3 2:2(f(a) + 3f(a + h) + 3f(b — h) + f(b)]

Boolovo 4 2.2 [7f(a) +32f(a+ h) + 12f(252) + 32f(b — h) + 7f(b)]
ime n napaka h

trapezno 1 —%f’/(é) h=b-—a

Simpsonovo 1/3
Simpsonovo 3/8

Booleovo

_a)nt
— 5 f9(E)  h=(b-a)/2

_a)h?t
~ @4y  h=(b—a)/3

_ 6
~Hggf®E) h=(b—a)/4

A WO DN
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Izpeljava NC pravil z metodo nedolocenih koeficientov
Izpeljati zelimo integracijsko formulo na danih (ekvidistantnih) n + 1 toCkah,
vozlih, ki bo to€na za polinome stopnje najvec n:

~a-+nh n

J ffx:dxfza,fwafihh+l%’tfwxu,

Ja i=0
kjer so ay, . . ., an iskani koeficienti, R(f(x)) pa napaka. lzpeljimo Simpsonovo
3/8 pravilo.

3h
J f(x) dx = aof(0) + a1 f(h) + a=f(2h) + asf(3h) + R(f(x)),
0

Zelimo
R(1)=R(x)=R(x®) =R(x*)=0
3h
J 1dx=3h=ay+a;+a+ as, 3
0 ao=§h,
3h 2
J xdx:%:a1+2ag+3a3, a1:gh,
0 - 8
sh 27h3 9
J x2 dx = 3 = a; +4ap + 9as, az:ghy
0
3
3h 4 S
J x3dx:814h = a; + 8a, + 27as. % = gh-
0
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Predvidevamo, da je napaka R(f(x)) oblike
D-f¥(g),

Kier je & ¢ [a, b]. Za f(x) = x* dobimo

o 4 3° 5 3 4 4 4 4.4 3 5
J x*dx==—h>=-h(38h*+3-2* h*+3%h*) + 24D = D=—__h5
0 5 8 80
Torej:
. (b—a) (b—a)h* .
J f(x)dx = === [f(a) +3f(a+ h) + 3f(b — h) + (b)) — ==V (&) |
a
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Rombergova metoda

Naj bo aproksimacija integrala | = f;’ f(x) dx z uporabo sestavljenega

Ce je nasa funkcija (2k + 2)-krat odvedljiva, lahko napako trapezne formule
(z uporabo Euler-Maclaurinove vrste) razvijemo v konvergentno vrsto po
sodih potencah h:

E(h):=T(h) == Cyh® + Coh* 4 ... 4+ Cxh®* + O(h?*+2) | (21)

pri Cemer so konstante C;, . . ., Ck neodvisne! od h.
V (21) vnesemo in dobimo:
I=T(h)+ Cih? + Coh* + ... + Ceh®* + O(h?'+2), (22)

2 4 2¢ 20+2
I=T(h/2) + Cy (g) +Cz(g) +...+Cz(g) +o<(2) >

2 4 2¢ 20+2
I=T(h/4)+ C (g) +cz(2) +...+CZ(2) +o<< ) )

(23)

P =y

(24)
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Z uporabo (22) in (23) bi se radi znebili Elena pri h?. Pomnozimo (23) s 4, da
dobimo

h 4 h 20 h 2042
4I:4T(h/2)+C1h2+4CZ(§> +...+4C5(§) +o<<2) >

(25)
Sedaj od (25) odstejemo (22) in dobimo

31=4T(h/2) = T(h) + C; (1— - 1) h*+...+C, (—22:72 - 1) h2t + O(h?t2),

oziroma
4T(h/2)—T(h) Cs [ 1 iy Ce( 1
I=———F——+3 (- 1)M+ +3 sz h?t 4+ O(h?+2).
——————
T1(h/2)

Podobno z uporabo (23) in (24) pridemo do enakosti

_4T(h/4)—-T(h/2) G, h\* Co [ 1 h\?*
AT T G (1) (1Y LG (LY (1)

Ti(h/4)
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V sploSnem dobimo:

ZATE) T (Es) (G (lq) <h>4+...+c“ (Lq) (h)ze
3 3 22 2k71 3 22(72 2k71

Ty (h/2k)

Torej so
/o0y _ T(h/ot—1)
Ti(h/2Y) = 4T(h/2%) 3T(h,,2 ) =123 K
boljSi priblizki za I, saj je
h 4

I=Ti(h/2%+0 <(2H) ) .
Lahko bi nadaljevali zgornji postopek in dobili;

2 0y _ 0—1

S I S /LS 3 S
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Na m-tem koraku, kierjem=1, ..., k, dobimo

AT 4(h/2%) = Ty 1(h/2 1)
- 4m —+4 '

‘ / h 2(m+1)

Tm(h/2")

Vrednosti T,,(h/2%) v kompaktni obliki ratunamo s pomogjo trikotne tabele:

T(h)

T(h/2)  Ti(h/2)

(h/2%) Ti(h/2%) Ta(h/2?)

T(h/2%) T,(h/2%) Ty(h/2%) Ts(h/2%)

(h/2%)  Ti(h/2%) Tao(h/2%) Ts(h/2%) Ta(h/2%),

\i

pri Cemer T,,(h/2%) izraGunamo tako, da:
m
4/77 o ‘|
> odstejemo element za eno levo in eno navzgor pomnozen z utezjo
1

» pomnozimo element levo od njega z utezjo

4m —1°
Algoritem:  klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Integracija/Rombergova.m

Gaussove kvadraturne formule

> NC pravila za integriranje so oblike
b n
J f(x)dx ~ Y wf(x), (26)
a j=0
Kjer so toCke x; enakomerno razporejeni vozli, w; pa utezi.

> Vemo pa ze iz poglavja o interpolacijskih polinomih, da ekvidistantne
toCke niso vedno najbolj$a izbira.

> Resili se bomo ekvidistantnih vozlov v kvadraturnih formulah.
> V formuli (26) bomo , tako
da , tj. integracijsko pravilo bo to¢no
za polinome najvisjih moznih stopen;.
> Imamo n+ 1 prostih to¢k x; € [a, b],
as<Xo<Xg<--<Xp_1<Xp<b.

in n + 1 realnih koeficientov w;, tj. skupaj 2n + 2 neznank.
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Primer najboljSih vozlov za interval [—1, 1]
Oglejmo si primer n =1 (tj. 2 toc¢ki) na primeru intervala [—1, 1]. Pois¢imo wy,
w1, Xo, X1, tako da velja

.
J f(x) dx ~ wof(xg) + wif(Xq),
—1

pri emer je aproksimacija kar se da to¢na.

2
( +1)dx = +x} —475.

155000 1% 4.75000

A

Cilj: poi§€i wy, wy, Xo, X4 tako da bi aproksimacija tocna za polinome stopnje
najvec 3:

f(x) = co + C1 X + Cax® + c3x°.
To pomeni, da mora za vsak ¢y, ¢1, C2, C3 € R veljati:

1 1
J f(x) dx = J (Co+ Cix + Cax® + c3x%) dx
—1 —1

=W (Co + CiXo + CoX§ + C3X3) + Wi (Co+ CiX1 + CoXZ + C3X7) .
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Desno stran preuredimo na konstantne, linearne, kvadraticne in kubicne
clene, ter dobimo, da je naslednji izraz

1 1
Co (wo+w1 —J 1dx> + ¢4 (woxo+w1x1 —J xdx)
—1 —1

1 1
+ G <w0x§ + wyxé — J x? dx> +c3 (Woxg’ +wix — J x® dx) .
1 1

nicelen. Ker so koeficienti ¢y, ¢1, ¢z in c3 poljubni, morajo biti koeficienti pri
njih nicelni.
Od tod sledi:

1 1
W0+W1:J 1dx =2 Woxo+w1x1:J xdx=0
—1 —1

1 2 1
w0x§+w1x12:J x? dx:g W0x§+w1x13:J x¥dx =0
1 1

Z nekaj algebre pridemo do:

W0:1 wy =1 XOZ—? X1:£

Zato:
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PosploSitev na interval [a, b]

Z linearno substitucijo
t=ao+ax, tla=-1,tb)=1,

preslikamo interval [a, b] na [-1, 1].

Velja ap = — 22 in a; = ;2 ter
b—a b+a b—a
X = 5 t+ 5 dx = 5 dt.
Sledi:
b 1 o o
Jf(x)dx:J y (b—a)t+b+a\b adt
2 1 2 2

in lahko uporabimo kvadraturno formulo nad [—1, 1].

Z uporabo dveh to¢k, n = 1, smo dobili toCen integral za polinome stopnje
najvec2-1+4+1=3.
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Razsiritev Gaussovih kvadraturnih formul

Sedaj je nas cilj razsiriti zgornje pravilo tako, da bo delovalo za polinome visje
stopnje, tj. z vsaki dodanim parom vozla in utezi Zelimo povecati toénost za
dve stopniji.
Velja:
> Smiselno kvadraturno pravilo za integracijo nad intervalom [—1, 1] na
enem vozlu bi uporabilo x = 0. To pa je ni¢la funkcije

> Kvadraturo pravilo na dveh to¢kah i% smo dobili za nicli funkcije

> Kako nadaljevati?
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Izrek (Gauss)
Naj bo q(x) netrivialen polinom stopnje n+ 1, tako da je

b
Jxkq(x)dx—o zavsakk =0,1,..., n

a

in naj bodo xp, X1, ..., X ni¢le funkcije q(x). Potem velja

kjer je

b

A,-:J (i(x)dx zai=0,...,n,

a
pri Gemer {; oznacuje i-ti Lagrangeov bazni polinom na tockah
Xo, . .., Xn, pravilo pa je to¢no za polinome stopnje najve¢
2n+1.
Dokaz: klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Dokazi/Ortogonalni_polinomi.pdf

|zgled vozlov

Order 2
1.0000 1.0000
T T
Order 3
0.5556 0.8889 0.5556
.
Order 4
0.3479 0.6521 0.6521 0.3479
Order 5
0.2369 0.4786 0.5689 0.4786 0.2369
. . .
Order 6
01713  0.3608 0.4679 0.4679 0.3608 0.1713
. . . . .
-1 -0.5 0 0.5 1

Algoritem: klik Primer: Kklik

29Q9/259


https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Integracija/Gauss.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/Integracija/primer_integracije.m

Integracija v ve€ dimenzijah

Locili bomo primera:

1. Zanima nas

kjer je
Q =la,b] x [c,d CR?

2. Zanima nas

kjer je
QCR?
poljubno obmogje v RY.

V prvem primeru lahko uporabimo dve sestavljeni pravili za vsako
spremenljivko posebej. Naj bosta

Aa=Xg<Xy<Xo<...<Xp=Db
in
C=Yo<yi<ya<..<yp=d

delitvi intervalov [a, b] in [c, d] na n enakih delov in h = 2=2 k = 9=¢,

n
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Ce uporabimo sestavljeni trapezni pravili dobimo:

[, oxy ax oy - ﬁ f(x,y) dx dy = j (ZOZ x,+1,y)) dy

:
(F(xi, y;) + F(X5, Yit) + F(Xi1, yy) + F(Xi1, Yiet))

1n

kS
4
J

i

N
o
I\
o

Kompaktneje lahko to povemo tako, da pomnozimo istolezne koeficiente v
tabeli funkcijskih vrednosti

f(Xn, ¥o) f(Xn, y1) f(Xn, o) f(Xn, Yn—1) f(Xn, ¥n)
f(Xa—1,¥0)  f(Xn—1.y1)  fXn—1,y2) -+ f(Xo—1, Yn1)  F(Xn—1,Yn)

f(x1, Yo) f(x1,y1) fix1,y2) -+ f(X1,¥Yn-1) f(X1,¥n)

f(xo, ¥o) f(xo, y1) f(xo,y2) -+ f(X1,¥Yn-1) (X0, ¥n)
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s tabelo koeficientov

1 2 2 1
2 4 4 2
hk hk
e = (1 2 2
2 - 2
1 2 1

in seStejemo vse vrednosti v dobljeni matriki.

Ce bi namesto sestavljenega trapeznega pravila uporabili Simpsonovega, bi
morali za tabelo koeficientov vzeti

—a,k_d—c. T ( 1

. b
kierje h = on =
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V drugem primeru uporabimo Monte Carlo metode, ki temeljijo na dejstvu, da
velja

fo}
kjer je Vol(Q) = jQ 1 dQ volumen obmoéja Q, X = (X, ..., X4): Q= Q
slucajni vektor, Eq pa pri¢akovana vrednost slu¢ajne spremenljivke
f(Xi,..., Xq).

Naklju¢no moramo torej vzor€iti na obmocju Q, nato pa izracunati povprecje
funkcijskih vrednosti.

Za dovol;j veliko naklju¢nih tock bo povprecje dobra ocena za vrednost
integrala.
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ReSevanje diferencialnih
enacb

y'=f(x,y), y(xo)=Yo

» Eulerjeva metoda
» Runge-Kutta metode
» Adaptivne metode: DOPRI5, Cash-Fehlberg
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Diferencialna enacba
Diferencialna enacba (DE) je enacba oblike:
F(t,x,x,X,...,x™M) =0, (28)
kjer je x = x(t) odvisna spremenljivka, t neodvisna spremenljivka, x
pa oznacuje odvod x po t.

Cejey=y(x) spremenljivka, x pa , potem je DE
oblike
Fix,y'.y" ....y!")=0. (29)

Klju€na lasnost DE je ta, da poleg neodvisne spremenljvike t (0z. x)
in odvisne spremenljivke x (0z. y) nastopajo Se odvodi odvisne
spremenljivke x, ..., x" (oz. y’, ..., y("M).

Resitev DE je (dovoljkrat odvedljiva) funkcija, ki zado$¢a enacbi (28)
0z. (29) na definicijskem obmocju D neodvisne spremenljivke.

Red DE je stopnja najviSjega odvoda, ki nastopa v DE.

y' =y, y +5xy =3x%, x +x =0, X + ax + bx = A cos wt.
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SploSna resitev diferencialne enacbe reda n je druzina funkcij,
odvisna od n parametrov, ki so vse resitve diferencialne enacbe.

Primer
Resimo DE y’ = y.

ay _ dy _ JQ_J
dxfy:> yfdx¢ yfdx

= log(ly)=x+C, CeR
= y=Ke*, KeR

-1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3
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Partikularna reSitev je posamezna reSitev iz te druZzine.
DoloCena je z n dodatnimi pogoji, na primer z za¢etnimi pogoiji:

x(t) = a0, x(t)=ai,..., x"V(t)=an

Zelo malo DE je analiti¢no resljivih. Mednje sodijo:
» DE z locljivima spremenljivkama
» Linearne DE
» DE zelo posebne oblike

Vecina DE ni analiticno resljivih. Te reSujemo numeri¢no.
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Diferencialna enacba 1. reda z locljivima
spremenljivkama

x = f(t)g(x)

Enacbo resimo tako, da vpelijemo x = % in lo¢imo spremenljivki:
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Linearna diferencialna enacba

y'+f(x)y =g(x) (30)
Pravimo, da je enatba homogena, ¢e je g(x) = 0 in nehomogena, ¢e
je g(x)#0.
1. ReSimo homogeni del y’ + f(x)y = 0 s pomocjo locitve
spremenljivk. Dobimo reSitev

y = Ce [1¥H& = Cz(x)

2. Metoda variacije konstante
> V (30) vstavimo y = C(x) z(x) in reSimo na C(x).
> Tako dobljeni C vstavimo v resitev homogenega dela.
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Numeric¢no reSevanje DE
Na intervalu [a, b] reSujemo DE prvega reda

y'=1xy). yla =y. (31)

Interval [a, b] razdelimo z zaporedjem toCk
a=Xg< X1 <Xo<...<Xn=b.
Z y; oznacimo priblizek za resitev (31) v tocCki x;. Oznacimo dolzino
koraka z h,‘ = Xjr1 — Xj.
Razliko med priblizkom in to¢no resitvijo v x; piSemo z g; = y; — y(x;)
in jo imenujemo globalna napaka v x;.
Razliko med priblizkom in to¢no resitvijo DE
2" =1(x,2), z(Xi1) =Y (32)

v X; piSemo z {; = y; — z(X;) in jo imenujemo V X|.
Globalno napako lahko ocenimo s pomocjo lokalnih napak:

gil < [e]+ 1€ + ... + €.

Red metode je $tevilo p € IN, ki zadod¢a | ¢ = ChP*" + O(h5*?)
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Eulerjeva metoda
Pri tej metodi v vsaki toCki x; uporabimo linearno aproksimacijo
funkcije. Resitev na intervalu [x;, x;. 1] nadomestimo z odsekom
tangente na graf resitve v tocki x;:

Yie1 = Yi+ hi- f(xi, yi).

FRAVA e=tirey R, Al = e
PRavA ES eV 4 =R W)
PRAVA RES\TEV B, (a()‘»q):r\d“

\a); 3\( ) 5 B\‘”>= Yo
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0 N o O A~ WO N =

X = Xo
h=(b-—a)/n
for i=1,..., n—1
y=y+h-f(x,y)
X=x+h
end
Ker je

2
YO+ h) = y(0 +hy' () + Ty ), g bx et h
—_—

| —

upostevamo
P napaka

je red Eulerjeve metode 1.

Algoritem:

Algoritem:  klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/DE/euler_eng.m

Metode Runge-Kutta

Ideja teh metod je, da za aproksimacijo odvoda na intervalu [xp, X 1]
ne upostevamo odvoda le v tocCki x,, temve¢ neko utezeno povprecje
odvodov na [Xp, Xn1].

Primer (Metode Runge-Kutta (RK) reda 2)

Upostevamo odvoda v toCki xp, in Xp, + ch € [Xn, Xn11], kjer je

h = xp 1 — Xxp inc € [0, 1]. Priblizek y,,1 izraGunamo tako, da se
premaknemo za uteZeno povprecje premikov po tangentah v toCkah
Xn in Xp + ch:

Yit =Ynt b1 - (010X yn)) + bz - (- H(Xn + O, y(xa + ch))) (33)

uteZz  tangenta v x, utez tangenta v x,+ch
Upostevamo
Y (Xn+ch) = yn + chy’(Xn) = yn + Chf(Xp, Yn) = Yn + ahf(xn, ¥n), (34)
kjer je a postal prost parameter.
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Primer (Metode Runge-Kutta (RK) reda 2)
Upostevamo (34) v (33) in dobimo

Yni1=Yn+ b1 (h-f(Xn, yn)) +b2 - (h-f(Xn +ch,yn+a-ki)). (35)
k1 k2

Z razvojem funkcije y(xn + h) in f(x, + ch, y, + akq) v Taylorjevi vrsti
in primerjavo koeficientov pri h in h?® v (35) dobimo pogoja

1= by + by,
1 (36)
5+ fyf)n = baC(f)n + bealffy)n

kier fn, (f)n, (fy)n pomenijo f(xn, ¥n), f(Xn, ¥n), fy(Xn, yn). Enacbi (36)
imata veliko reSitev, npr.:

> by =bo =} inc=a=1. RK metoda je:

1
Ynt1 =Yn+ §(k1 + ko),

ki = hf(Xn, yn),
ko = hf(x, + h, yn + ky).
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Primer (Metode Runge-Kutta (RK) reda 2)
» by =1,b,=0inc =a=}. RK metoda je:

Ynri =Yn+ kz,
ki = hf(Xn, ¥n),

1 1
ko = hf(x, + Eh,yn + §k1)

SploSna RK metoda je oblike
Yne1 = Yn+ b1y + baka + ... + bsks
ko = hf(x, + coh, yn + K1),

Xn+ C3h, yn + ki + ko),
X+ Csh, Yn+as ks +... +

ks—1)-

(37)
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Butcherjeva tabela

RK metode (37) v kompaktni obliki shranjujemo v Butcherjevi tabeli:

0
Co
C3

Cs

0
as 1 0
azt1 a2 O

as\ aSQ as 3

kier je Se

by by bz

Co=dp1,
C3 = dsz 1+ asp,

Cs =ds 1 +dso+

s s—1 0
bs—1 bsy
...t dss—1.
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Metoda Runge-Kutta reda 4

Butcherjeva tabela:

=N =N|= O

=4 O O N—= O
W= ON|—= O

W= = O
o= O

Metoda je
SV PR P
Yne1 =Yn g/ T glet gkt gk,
1 1
ki = hf(Xn, ¥n), nghf(Xn+§h,yn+§k1),
1 1
ks = hf(x, + Ehvyn + EKZ)' ky = hf(Xn + h, yn + K3).

Algoritem in primer:  klik klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/DE/RK4_eng.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/DE/Euler_vs_RK4.m

Ocenjevanje napake in kontrola koraka

1. PriraCunanju nas zanima velikost globalne napake.
2. Med izvajanjem metode ocenjujemo velikost lokalnih napak.

3. Na velikost lokalnih napak kljucno vpliva izbira dolzine koraka.

Naj bo M metoda reda p, s katero izraCunamo y(xn.1) z dolzino
koraka h. Priblizek ozna¢imo z y,;1,5. Velja:

lni1 = Yni1,h — Z(Xni1) ~ ChPHT, (38)
kijer je z(x) reSitev zaCetnega problema
y'=1fx.y), y(Xn)=Yn. (39)
Podobno velja:
Unit = Ynit,n/2 — Z(Xni1) ~ C(h/2)PT! + C(h/2)PT" = 27PChPHT,

(40)
saj smo pri koraku h/2 naredili dva koraka metode.
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Odstejemo (40) od (38) in dobimo
Ynith — Ynit.hj2 & ChPT (1 —27P), (41)

Iz (41) izrazimo ChP*" in dobimo

ChP 1 UL JHEL/2. (42)

1. Ceje |tni1] < €h, potem y,1.n Sprejmemo.
V vsaki to€ki namre¢ omejimo napako na e. Na celem intervalu
integriramo torej napako najve¢ e in dobimo mejo eh.

2. Ceje [tn. 1| > eh, potem ponovimo radunanje priblizka y(x,41) s
krajSim korakom.

3. Ce je [€n4 1] bistveno manjsi od eh, lahko v nadaljevanju
uporabimo daljSi korak.
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Spreminjanje dolZzine koraka
Recimo, da reSujemo DE z metodo reda p, Torej je lokalna napaka

n~ Ch™. (43)
Na naslednjem koraku zelimo, da je napaka sorazmerna dolzini
koraka:
Chil ~ ehpys. (44)

Izrazimo C iz (43), vstavimo v (44) in dobimo

p+1
hn+1 - €hny1
hpt! |€nl

Dolzina naslednjega koraka naj bo zato

eh,
[€nl

hn+1 = hn ¢

Zaradi zaokrozevanja desno stran pomnozimo e s o = 1, npr.
o=0.9.
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Metoda vgnezdenih parov za oceno ¢,
Naj bosta M;, M» dve metodi Runge-Kutta z istima matrikama
koeficientov a;; (in zato ¢;), vendar razli¢nima vektorjema utezi b; in
b;. Naj bo prva metoda reda p, druga pa p + 1.
Primer
Metodo vgnezdenih parov uporabimo za Butcherjevi tabeli:

0
1

= = = O
- O|O

2
Prva metoda je Eulerjeva, reda 1, druga pa reda RK reda 2. Velja

Yni1 = Yn + K1,
1
Yri1 =Yn+ E(k1 + ko).

Ocena lokalne napake je

Cnp1 = Ypiqg — Yo = (K1 + ka)/2.
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DOPRI5, Fehlberg, Cash-Karp

Zelo uporabne metode za praktiéno rac¢unanje so metode DOPRI5
(1980, avtorja Dormand in Prince), Fehlberg (1969), Cash-Karp, ki z
metodo gnezdenih parov zdruzi dve RK metodi, eno reda 4 in eno
reda 5:
https://en.wikipedia.org/wiki/Dormand%E2%80%93Prince_method

https://en.wikipedia.org/wiki/Runge¥%E2%80%93Kutta%E2%80%
93Fehlberg_method

https://en.wikipedia.org/wiki/Cash%E2%80%93Karp_method

Algoritem in primer:  klik klik
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https://en.wikipedia.org/wiki/Dormand%E2%80%93Prince_method
https://en.wikipedia.org/wiki/Runge%E2%80%93Kutta%E2%80%93Fehlberg_method
https://en.wikipedia.org/wiki/Runge%E2%80%93Kutta%E2%80%93Fehlberg_method
https://en.wikipedia.org/wiki/Cash%E2%80%93Karp_method
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/DE/DOPRI5.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/DE/DOPRI5_example.m

Linearne veckoracne metode

Za nekatere funkcije (npr. zelo strme ali hitro oscilirajo&e funkcije na
intervalu [x,, X»+-1]) Runge-Kutta metode ne dajo dobrih priblizkov oz.
ne konvergirajo dovolj hitro.

Mozna reSitev je uporaba vecclenskih metod, ki poleg vrednosti
y(xn), f(xn, ¥(Xn)), uporabijo Se priblizke za vrednosti

f(Xn—1,y(Xn—1)), - F(Xn—i, Y (Xn—i)).

IzraCun y(x,.1) temelji na osnovnem izreku integralskega racuna:

Y(Xns1) — ylxn) = J ", y(x))dx. (48)

Xn

V nadaljevanju naj bo h dolzina koraka, y; priblizek za y(x;), fi pa
oznaka za f(x;, ;).
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Adams-Bashforthove metode oz. AB metode
Naj bo px_1(x) interpolacijski polinom stopnje k — 1 skozi toCke
(an fn)v (an'lv fn71 )v LI (Xn7k+1v fnfk+1 )
Potem (48) izracunamo kot

Y(Xns1) — yn) = J Pt (x)dx. (49)

Xn

Izkaze se, da je

Y(Xnt1) = y(Xn) = h(B1fa + B2fa—1 + ... + Bkfakr1),  (50)
kjer koeficiente (3; preberemo iz naslednje tabele:
k| i |1 2 3 4 Ciu
1 i 1
2123 |3 -1
3|12p;|23 —16 5
4 |24p; |55 —59 37 -9

) o
-
a ®iw lor Nl

720
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Pri tem je lokalna napaka ocene y,, 1 enaka

Cr+ 1thr1 (k+1) (an) &n € (Xn, Xnt1).

Vrstico 3 tabele preberemo kot
23 16 5
h(ﬁf 12 1+12f”*2)'

lokalna napaka ocene pa je

251

720 (E.n) E.n € (an Xn+1 )

Algoritem:
klik
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https://zalara.github.io/AB4.m

Adams-Moultonove metode oz. AM metode
Naj bo gk (x) interpolacijski polinom stopnje k skozi tocke

(Xni 1, fac1 ), (X o)y ooy (Xn—keets famkr1).
Potem (48) izracunamo kot
Xn-+1

Y(Xn1) — ¥(xn) :J gk (x)dx.

Xn

Izkaze se, da je

Y(Xnr1) —yY(Xn) = h(Bofar1 + Bifa+ ... + Brfa—k+1),

kjer koeficiente 37 preberemo iz naslednje tabele:

k| i [1 2 3 4 Ciu
of B |1 -2
1028 |1 1 -5
2(12pr |5 8 -1 —a
3|24y |9 19 -5 1 —
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Pri tem je lokalna napaka ocene y,, 1 enaka

Ck+1hk+2y(k+”(én), &n € (Xn, Xns1).
Vrstico 3 tabele preberemo kot

5 8 1
h(ﬁfmﬂ + Efn — Ean),

lokalna napaka ocene pa je

_;jh4y(3)(an)u En € (Xn, Xns1).
Opazimo, da pri AB metodah y,. 1 eksplicitno izraCunamo, pri AM
metodah pa yn.1 nastopa na obeh straneh (52). Tako ga moramo
izraGunati s pomocjo ene od metod za reSevanje nelinearnih enacb. V
praksi se uporabi navadno interacijo. Ce za zagetni priblizek
uporabimo AB metodo, nato pa naredimo korak AM metode, dobimo
metodo prediktor-korektor.

Algoritem:
klik  klik
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https://zalara.github.io/Algoritmi/predkor4.m
https://zalara.github.io/Algoritmi/primer_resevanja_DE.m

Sistemi diferencialnih enacb
Sistem DE je oblike:

kjer so y1(x), ..., ym(x) neznane funkcije. Imamo $e m zacetnih
pogojev Sistem (53) lahko zapiSemo v
vektorski obliki: B

y=1xy), Y(x) = o, (54)

kjer so

Sistem (54) lahko reSujemo z Runge-Kutta metodami, le da vse funkcije
podamo kot vektorske funkcije, toCke pa kot vektorje.
Algoritmi:  klik klik klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/DE/RK4sis.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/DE/predkor4sis.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/DE/sistem.m

Robni problem - strelska metoda
Robni sistem DE v dveh spremenljivkah je oblike:

y' =f(x,y z),
z'=g(x,y, 2),

kjer sta y(x) in z(x) neznani funkciji, x € [a, b], dana pa sta Se
pogoja

Sistem (55) na intervalu reSujemo s strelsko metodo, tako da
ugibamo vrednost z(a) = x4, re§imo zacetni problem z eno od
numeri¢nih metod in pogledamo, ali je v reSitvi res z(b) = z,. To
skoraj gotovo ne bo izpolnjeno.

Zato uvedemo
F:R—-R, o z,—2z(b).

Radi bi nasli «, tako, da je F(x) = 0. IS¢emo torej niclo funkcije F. Ker F ni
eksplicitno podana, tangentne metode za iskanje ni¢le F ne moremo
uporabiti. Lahko pa uporabimo sekantno metodo, pri ¢emer sprva
izraCunamo F(w4) in F(ap) za dva zacetna priblizka o, oo.
Algoritem in primer:  Klik klik
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https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/DE/strelska.m
https://github.com/ZalarA/Numericne_metode/blob/main/DE/demo691.m
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