Prvi izpit iz Numeri¢ne matematike
9. junij 2023

. naloga: Naj bo D = diag(d,,...,d,) diagonalna matrika z 0 < d; < ... < d, in naj bo z =

T
[ Z1 Zo o Zy ] € R" vektor. Tvorimo matriko M = [ D z ] :
dl Z1
d2 V)
M=
d, z,

IzkaZe se, da nenicelne singularne vrednosti oy, ..., 0, matrike M zados¢ajo nelinearni enacbi

n Zz
1+Z;d.2—w220

in zados¢ajo lastnosti prepletanja
O<di<o1<dp<oy<...<d,<0,<d,+]|z

Najbon=3,d1=1,d,=2,d3=3inz; =z, =z3 = 1.

Naloga: Z enim korakom tangentne metode s smiselno izbranima zacetnima pribliZkoma ocenite
najmanjso in najvecjo singularno vrednost o4, 3.

. naloga: Naj bo f integrabilna funkcija na [0, 1], katere integral Zelimo izracunati po formuli

1
fo f)dx ~ af(0) + ﬁf(%) +yf(1).

(a) Dolotite a, 5, € R, da bo formula ¢im visjega reda.
(b) Izracunajte integral foz e’ dx z dvakratno uporabo zgornje formule s korakom / = 1.

2
(c) Izracunajte integral fo e*’dx s sestavljenim trapeznim pravilom s korakom / = 1.



3. naloga: Naj bo f(u,v) = (f1(4,v), f(u,v), f3(u,v)), us € [— Z, %],uz € [0,2m) parametrizacija torusa:

fuy, up) = ((2 + cos(ul)) cos(uy), (2 + cos(u1)) sin(u,), sin(ul)).
(a) Matrika G, ki se imenuje metri¢ni tenzor, je definirana kot:
|y %ok 3 9fi O
C= [ 11 S12 ] _ Py c9u1 aul P 81/[1 8u2
8n §» 2\ 9f Afc = Ofi Ofi

Ju, du Ju, du
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Po kratkem ra¢unu sledi, da je g1» = ¢21 = 0, g22 = (2 + cos(u1)). Izracunajte Se g1 in inverz

matrike G:
_ hi1 hio
G'l= )
[ hy1 hap ]

(b) Zai, j k = 1,2 so Christoffelovi simboli FZ definirani kot

aZfl 1 af1 .
8ui8uj a_w
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kjer (-, -) oznacuje obicajen skalarni produkt vektorjev. Po kratkih ra¢unih sledi

Sil’l(l/ll)
I4,=0, I,=0y=0, I7,=03= "3+ cos(n)’
F;z = (2 + cos(uy)) sin(up), T3, =0.

Izratunajte Se I'};.
(c) NajkrajSe poti na torusu y(t) = (u1(t), u2(t)) zadoscajo naslednjima dvema diferencialnima
enacbama drugega reda:
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dzul +Zr1 dulﬁ — 0,

RN
o (1)

Puy o du; du;

W + ;FZJEE =0.

Napisite eksplicitno obliko sistema (1).
(d) Prevedite sistem (3c) na sistem prvega reda z uvedbo novih spremenljivk

dl/lz

B wat) = a(t), xa(t) = 22

x1(t) = ul(t)/ xz(t) = At dt '

() Za zaletno totko (11(0),u2(0)) = (0,0) in odvoda (%42(0), 42(0)) = (1,1) ocenite x;(0.1), i =
1,2,3,4, z enim korakom Eulerjeve methode na sistemu iz (3d).



