Diskretne strukture

Permutacije, izrocki

Fakulteta za ratunalnistvo in informatiko
Univerza v Ljubljani

3. januar 2023

1/19



Kaj so permutacije

Naj bo A poljubna mnoZica. Permutacija na A je vsaka bijektivna
preslikava f : A — A.

Permutacija reda n je permutacija v {1,2,...,n}. MnoZico vseh
permutacij reda n imenujemo simetricna grupa reda n in jo oznaimo z
Sh.

Primer

o m :{1,2,3} = {1,2,3}, m(1) =2, m(2) =3, m(3) =1, je
permutacija reda 3. V kompaktni obliki jo zapiSemo kot

(1 2 3
EE=G

o m:{l,...,6} = {1,...,6}, m(1l) =2, m(2) =3, m(3) =4,
m(4) = 1, m(5) =5, m2(6) = 6, je permutacija reda 6. V
kompaktni obliki jo zapiSemo kot

(123 45 6
=2 3 4 15 6)°
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Produkt permutacij

Naj bosta 7,1 € S, permutaciji reda n.

Produkt 7 % 1) permutacij 7 in ¢ je permutacija reda n, definirana kot

(mx)()) =(n(i)) zavsaki=1,...,n. (1)

Opomba

Kompozitum funkcij f o g je definiran s predpisom (f o g)(x) = f(g(x)).
Produkt permutacij pa interpretiramo kot produkt relacij, tako da
(7 x ) (i) = j pomeni i(m x ¢)j in zato (m x )(i) izratunamo kot v (1).

v
Primer

vrm= (73

Produkt permutacij ni komutativna operacija.
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Inverzna permutacija

Z id,, oznatimo identi¢no permutacijo reda n, tj. id,(i) = i za vsak
i=1...,n.

Inverzna permutacija w1 permutacije 7 je permutacija reda n, ki zadok¢a

Tk =m - xmw=1id,

_ (1234567 _ (1234567
7r—(2341765) w_(7542316)
—1_ (1234567 -1 1234567

u _(4123765) 4 _(6453271)

Velja tudi: 7= txr=ypxyp~ =9y~ txyp=id

Naj bosta m,1) € S,. Velja (mx )™t ==L« 7~ L
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Zapis permutacije z disjunktnimi cikli

Permutacijo lahko zapiSemo tudi z disjunktnimi cikli in ne v obliki

tabelice.
_ (1234567 _ (1234567
7r_(2341765) 7/’_(7542316)
mT =

Zapis (iiaf3 - . . ik—1ik) preberemo kot

I']_P—>I'27 I'2I—)I'37 ey ikfl’_>ik; i — Iq.

Stevila, ki jih izpustimo, se slikajo same vase.
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Cikli¢na struktura permutacije

m = (1234)(57)(6) je produkt 4-cikla, 2-cikla in 1-cikla,
1 = (176)(2534) pa je produkt 3-cikla in 4-cikla.

Cikli¢na struktura permutacije w je zaporedje dolZin ciklov v zapisu
permutacije z disjunktnimi cikli.

Naj bosta 7 in v kot v primeru zgoraj.
Cikli¢na struktura permutacije w je [4,2,1].
Cikli¢na struktura permutacije v je [4,3].

1-ciklu pravimo tudi fiksna to¢ka permutacije,
2-ciklu pa transpozicija.
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Potenciranje permutacij

Za potenciranje permutacij je ugodnejSi zapis permutacije z disjunktnimi
cikli kot pa zapis v obliki tabelice.

7 = (1234)(57)

Kako izradunati 72, 73, 74,...?

Za potenciranje permutacij je dovolj poznati potence ciklov.
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Potenciranje ciklov

Potencirajmo 5— in 6-cikel, o = (12345), 8 = (123456):

o? = (13524), o = (14253), o* = (15432), o® = «.
32 = (135)(246), 5° = (14)(25)(36), B* = (153)(264),
B° = (165432), 8° = B.

Trditev

Naj bo o permutacija, sestavljena iz samo enega cikla dolZine n.
Permutacija o ima cikli¢no strukturo

{gcd(,;, k) gcd(,;, k)} '

ged(n,k) &lenov

Torej je sestavijena iz gcd(n, k) disjunktnih ciklov, ki so vsi iste dolZine
n

ged(n, k)’
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Primer

Naj bo o 6—cikel. Velja:

Cikli¢na struktura o? je [3,3], saj je gcd(6,2) = 2.

Cikligna struktura o> je [2,2,2], saj je gcd(6,3) = 3.
Cikli¢na struktura o* je [3,3], saj je gcd(6,4) = 2.

Cikli¢na struktura o® je [6], saj je gcd(6,5) = 1.

Cikli¢na struktura o® je [1,1,1,1,1,1], saj je gcd(6,6) = 6.
Cikli¢na struktura o je enaka cikli¢ni strukturi .

Cikli¢na struktura of je enaka cikli¢ni strukturi o.
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Red permutacije
Red permutacije  je najmanj%e naravno Stevilo k > 1, za katerega je

7 =id.

Trditev

Naj bo o permutacija, sestavljena iz samo enega cikla dolZine n. Potem

Jje red permuatcije o enak n in ot = "L

Trditev

| A\

Red permutacije w je najmanjsi skupni veckratnik dolZin ciklov v zapisu
permutacije  z disjunktnimi cikli. Oznaka: r(r).

Primer

| A

o Ce je ciklitna struktura o enaka [3,2] je r(a) = 6.

o Ce je cikli¢na struktura o enaka [4,3,2] je r(a) = 12.

o Ce je ciklitna struktura o enaka [4,3,3,2,2] je r(a) = 12.

o Ce je ciklitna struktura o enaka [8,7,5,2] je r(a) =8-7-5.
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Potenciranje permutacij in zapis s transpozicijami

Naj bo

T = Q1 *¥Qp * -+ % Qm,

kjer so a;, i = 1,...,m, cikli v zapisu permutacije o z disjunktnimi cikli.

Potem je

Wk:alk*OQk*“-*Ctmk.

Komentar: Permutacijo potenciramo tako, da jo zapisemo z disjunktnimi
cikli in potenciramo vsak cikel posebe;j.

Visako permutacijo (iz Sp, n > 2) lahko zapiSemo kot produkt transpozicij
(2-ciklov).

Trditev sledi iz enakosti: (i1his ... i) = (i) (i iz) -+ (i1ik)-

Opomba

Zapis kot produkt transpozicij ni enoli¢no dolocen.
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Parnost permutacije

Permutacija je soda, &e jo lahko zapisemo kot produkt sodo mnogo
transpozicij.

Permutacija je liha, e jo lahko zapiSemo kot produkt liho mnogo
transpozicij.

Primer

m=(2341765)

Pravimo, da sta (v permutaciji w) $tevili 1 in 2 v inverziji, ker sta v
spodnji vrstici tabelice v napacnem vrstnem redu: 1 je manjSe kot 2, toda
2 je zapisana pred 1.

Permutacija m ima 6 inverzij: 12,13,14,56,57,67.

\

Izrek (o parnosti permutacij)

Denimo, da lahko permutacijo  zapiSemo kot produkt m transpozicij, pa
tudi kot produkt (morda drugih) n transpozicij. Potem je

m=n (mod 2).
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Potencna enacba s permutacijami

Permutacijska poten¢na enacba je enalba oblike

o =a, (2)

kjer je a znana permutacija, k € N, ¢ pa neznana permutacija.

Vprasanje. Kaj lahko povemo o resljivosti enatbe (2)?

@ k =0: (2) je resljiva samo, &e je a = id.
e k=1:(2) je resljiva.

o k =2: Ce je (2) re¥ljiva, potem je permutacija o soda.

Ena&ba (2) je resljiva natanko tedaj, ko je ciklina struktura ¢©* enaka
cikli¢ni strukturi c.
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Metoda nedoloéenih koeficientov

Resujemo enacbo
©? = (1,2)(3,4)(5,6,7,8,9,10,11) = a. (3)

Cikli¢na struktura o je enaka [7,2,2]. Ker mora biti c.s. ©? enaka
[7,2,2], je ¢ oblike

[m], [m,mp] ali [my, my, ms).

o Ce je c.s. @ enaka [11], potem je c.s. p? enaka [11], kar ni c.s. c.
Torej ni resitve.

o Ce je c.s. @ enaka [my, my], potem mora biti my =7, my = 4. Torej
resitev je. Ugibajmo z metodo nedolo&enih koeficientov:

© = (x1x2X3X4)(X5X6 X7 X8 X9 X10X11 )

Potem je

902 = (X1X3)(X2X4)(X5X7X9X11X6X8X10)-
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Primer

o Ce je c.s. @ enaka [my, my, ms], potem je tudi
c.s. ¢ enaka [my, my, m3] = [7,2,2].

Toda, & je c.s. ¢ enaka [7,2,2] sledi, da je c.s. ¢ enaka
[7,1,1,1,1]. Torej ni resitev.
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2

= «, kjer je c.s. « enaka [m]

Ce je c.s. o enaka [m] sledi, da mora biti tudi c.s. ©? enaka [m].

Ce je c.s. a enaka [m], je p? = « redljiva natanko tedaj, ko je
ged(2, m) = 1.

V tem primeru je reSitev celo ena sama, kar se vidi iz naslednjega
premisleka.

Linearna diofantska enacba

2k+mé =1

je namrel redljiva. Zato velja

M= (P) =™ = px () = pxid = .

Ce je ©? = a resljiva, potem je reitev ena sama in enaka ¢ = aX.
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2

= «, kjer je c.s. a enaka [m, ..., m]

Naj bo c.s. « enaka [m, ..., m|.

O Ce je gcd(m,2) = 1, potem je ©* = « redljiva, resitev pa je vec.
Resitve imajo ciklicno strukturo oblike

@ Ce je gcd(m,2) = 2, potem je ©® = « redljiva, &e je r sod. Cikli¢na
struktura @ mora biti oblike

Primer

~
3

IS
3,

Obravnavajte resljivost enacbe p?> = o pri c.s. a enako [3,3,3,3,3].

Velja gcd(3,2) = 1, zato obstajajo resitve ¢ za vsako od naslednjih
cikli¢nih struktur [6,6, 3], [6, 3, 3, 3], [3, 3,3, 3, 3]
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¥

2

= «, kjer je a poljubna

Naj bo

c.s. aenaka [my,...,my,my,...

V tem primeru re$imo enacbe

Lpf-:a(lj)*...*agj),

pri ¢emer so a,(-J) vsi cikli v « dolZine m;.

Regitev ? = o je potem

© =1 k- k

, Mo, ...

j=1,...

Pe-

s My, ...

amf]'
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Primer
Resi enatbo p? = (123)(456)(789)(10,11)(12,13)(14).

Resujemo 2 = (123)(456)(789), 3 = (10,11)(12,13) in ©3 = (14).

o Ceje c.s. @3 enaka [3,3,3] sledi, da je c.s. permutacije p; enaka
bodisi [6, 3] bodisi [3,3,3]. V prvem primeru je resitev npr.
1 = (142536)(798), v drugem pa p1 = (132)(465)(798).

o Ceje c.s. 3 enaka [2,2] sledi, da je c.s. @y enaka [4]. Torej je
resitev o, = (10,12,11,13).

e O¢itno je p3 = (14).

Koné&ni resitvi sta

o = (142536)(798)(10, 12, 11, 13)(14),
¢ = (132)(465)(798)(10, 12, 11,13)(14).
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