ALI JE NABOR POLN

Naloga: Pokazi, da nabor {—, <} ni poln.
Namigi:

(a). Denimo, da imamo izjavni izraz sestavljen samo z uporabo negacije in
ekvivalence. Pokazi, da obstaja enakovreden izjavni izraz oblike

(A e AL Aie S A)
ali
(Al e Ao Ay - e A,),
kjer so A;, = 1,...,n, izjavne spremenljivke.
(b). Pokazi, da lahko (glej zakone izjavnega racuna) izjavne spremenljivke

v takSnem izrazu med sabo poljubno menjavamo. Torej lahko izjavni
izraz enakovredno prepisemo v

“(Ane ... A, As S Ay e An s Ay
ali
An e ... A, Ays s Ay oAy s - Ay,
kjer so Aji,..., Ay, iste izjavne spremenljivke.
(c). Premisli, kako lahko poenostavimo p < p oziroma 1 < p.

(d). Denimo, da Zelimo izraziti konjunkcijo spremenljivk p in ¢: pAq. Pokazi
naslednjo trditev: Ce lahko poiséemo kakrsenkoli izjavni izraz Z, ki je
enakovreden p A g, potem lahko pois¢emo tudi izjavni izraz J, ki je
ravno tako enakovreden p A ¢, uporablja iste izjavne veznike kot Z in
sta p in q edini izjavni spremenljivki, ki nastopata v 7.

(e). Ali lahko izrazis konjunkcijo p A ¢ samo z uporabo negacije in ekviva-
lence?

Dokaz (z alternativno metodo):

Nau¢imo se najprej racunati v Zy = {0,1}, tj. z ostanki pri deljenju celih
Stevil z dva. SeStevanje, odstevanje in mnozenje Stevil iz Zs si lahko pred-
stavljamo kot racunanje s sodimi in lihimi Stevili: 0 naj predstavlja vsa soda
Stevila, 1 naj predstavlja vsa liha Stevila. Kaj dobimo, ¢e sestejemo dve enici
tj. lihi Stevili?



Oglejmo si polinome v spremenljivkah p, q, . . . s koeficienti iz Zy. Tudi z njimi
lahko ra¢unamo:

(I+q+p)+ (1449 =
I+1)+p°+(qg+q) =
A+ +p*+(1+1)-¢=
0+p*+0-q=

p2

n

(I+q) - (1+q) =

(1+q)-1+(1+4q)-q
(1+q)+ (¢ +¢°)
1—|—q2

Izjavnim izrazom lahko ravno tako priredimo polinome s koeficienti iz Z,. Ce
izjavnemu izrazu A priredimo P(A), potem izjavnemu izrazu —A priredimo
polinom P(—A) =1— P(A). Podobno velja P(A < B) =1+ P(A)+ P(B).
Izjavno spremenljivko p prav tako smatramo za polinom: P(p) = p.

Ti polinomi imajo naslednjo lastnost: ce zelimo izracunati logi¢no vrednost
izjavnega izraza A pri izbranem naboru vrednosti logi¢nih spremenljivk, po-
tem lahko to naredimo tudi tako, da pri tem naboru vrednosti spremenljivk
izracunamo vrednost polinoma P(A) (jasno, v Zy).

Denimo, da v izjavnem izrazu A uporabljamo samo negacijo in ekvivalenco.
Potem je P(A) stopnje najve¢ 1. To pomeni, da izjavne spremenljivke v
P(A) ne nastopajo z eksponentom ve¢ kot 1 (p! lahko nastopa, p?, p?,...pa
ne), ravno tako v P(A) ne nastopajo produkti razli¢nih izjavnih spremenljivk
(p - ¢ ne more nastopati).

P(p A q) = p-q, kar je polinom druge stopnje.



